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Udglatning af pulserende jeevnspaending

NieLs ERik WEGGE 0g JOVANA TASHKOVSKA, Birkerod Gymnasium og |B

Ensretning og udglatning

Nar vekselspending ensrettes i en diodebro, bliver den til pul-
serende jevnspanding som vist i figur 1. Vi tillader os at se
stort pa spaendingstabet over dioderne og de deraf folgende
korte tidsintervaller med ¥'= 0 mellem hver puls, og modelle-
rer derfor pulserne med funktionen V(1) =V, |cos(a)t)| .Herer
¥, maksimalspandingen i hver puls, # tiden og & den indkom-
mende vekselspendings vinkelfrekvens. I det felgende benyt-
tes w = 2zf= 1007 s~ svarende til det danske forsyningsnets
50 Hz frekvens. Nar den indkommende vekselspanding er si-
nusformet, vil en voltmetermaling af speendingen som bekendt
give root—-mean—square verdien Vi, =V, / V2.
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Figur 1

LoggerPro—maling af udgangsspendingen fra en diodebro.
Siliciumdioder har et ekstra speendingsfald pa 0,7 volt, og derfor
er der et kort, fladt stykke ved 0 V mellem hver puls.
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Figur 2

Pulserende jeevnspeending fra en idealiseret diodebro modelleret
som V(t)=V,|cos(100mt)|, svarende til maksimalveerdien V, =7 V
og indkommende AC—spcending med frekvens [ = 50 Hz. Der er
100 pulser pr. sekund.

De fleste elektroniske kredsleb kreever en nogenlunde konstant
forsyningsspaending, og derfor skal den pulserende DC—spzan-
ding glattes ud, s den i stedet for at svinge hele vejen op og
ned mellem 0 og ¥, kun varierer indenfor et passende toleran-
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ceinterval. Intervallets bredde kaldes ripple—spcendingen, V,,
sikkert fordi den udglattede vekselspending kan ligne krus-
ninger (ripples) pa en overflade (figur 3).
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Figur 3

Maling af delvist udglattet jeevnspceending som varierer med rip-
ple—speending V. = 1,5 V. Perioden er 0,01 s svarende til 100 Hz
(det dobbelte af AC—frekvensen).

*

Figur 4

Kredslobsdiagram for kapacitorudglatning af pulserende jcevn-
speending fra en diodebro. Resistoren repreesenterer den ydre
belastning.
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Udglatningen kan helt simpelt foretages med en kapacitor pla-
ceret parallelt over udgangen som vist pa figur 4. I forste halv-
del af hver puls lades kapacitoren fuldt op, og i labet af pul-
sens anden halvdel fungerer den kortvarigt som et slags bat-
teri. Det er klart, at hvis man har behov for en meget lille rip-
ple—sp&nding (meget sma krusninger), sa skal man benytte
en meget stor kapacitor. Men hvor stor? De fleste kilder (som
fx den autoritative [1]) stiller sig maerkeligt nok tilfreds med
den steerkt simplificerede model

v, =—Lo
r 2‘ﬂ2
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hvor R er den effektive belastningsresistans svarende til den
strom, der traekkes fra spandingsforsyningen, f'er den indga-
ende vekselspandings frekvens og C er udglatningskapaci-
tansen parallelt med R. Den grove model forudsiger korrekt,
at ¥, - Onar C — o0, men V, er jo ligmed ¥, ndr der ikke
er tilkoblet nogen kapacitor, s& modellen bryder sammen for
C — 0. Nar C ikke er alt for lille, giver (1) taleligt accepta-
ble men altid ukorrekte veerdier for V. (se tabel 1). I praksis
er det ikke noget stort problem, fordi man blot overdimensio-
nerer udglatningskapacitoren. I denne artikel vil vi dog vee-
re mere ambitigse og opstille og teste en meget mere praecis
model, nemlig

A @

T
1+————2/RC
w/2+1 /R

Et-tallet i nsevneren sikrer den korrekte konvergens nar C — 0,

6 T Reciprok ripple-spaending L.
5+ B
41 C
= L
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2 + .t
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z(s)
Figur 5

Maledata med belastningsresistans R = 2000 Q og varierende
tidskonstant t = RC. Ripple—speendingen aftager fra veerdien
V.=V, og gdr asymptotisk mod 0, ndr udglatningskapacitansen
C oges. Den reciprokke ripple—spcending vokser forbloffende line-
cert med kapacitansen, bortset fra ved de allermindste ——veerdier.

Figur 6

Maling af udgangsspeendingen med belastningsresistans R = 2000
Q og udglatningskapacitans C=3,00 uF. Der er mdlt 5000 gange
i sekundet. Bemcerk at den forste del af kurven fittes fint af en cos—
funktion, mens afladningsdelen — som man kan se starter 1,555
ms efter maksimum — er eksponentiel med k=166,4 s*. Veerdien

- 1 .1 — - —~1
og faktoren — =1,22 foran 2 fRC medferer, som viskal se,  passer med den forventede veerdi 7z=57q5 3 ma 166,7 s~
87
mE
i Automatisk tilpasning til: Seneste | V
V = V*exp(-k*t)
V: 22,07
k: 166,4
Korrelation: 1,000
6 RMSE: 0,004493 V
X
Automatisk tilpasning til: Seneste | V
< g V = A*cos(100*pi*t+B)
‘>’ A: 7,27
B:-64,7
Korrelation: 0,999
RMSE: 0,0418 V
2,
0 T i T T i T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020
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generelt meget bedre vaerdier for ripple—spaendingen end dem
man far fra (1).

Projektet tager udgangspunkt i det Extended Essay i fysik som
den ene forfatter skrev i forbindelse med sin IB—eksamen ! pa
Birkered Gymnasium [2]. Data fra hendes malinger af ripple—
spandingen ved forskellige kapacitanser (figur 5) viste sig til
vores overraskelse at kunne lineariseres meget smukt, pa trods
af den ganske komplicerede matematik vi vidste matte indgé i
modelleringen. Vores nysgerrighed var tendt! Hvor i model-
leringsprocessen ville kompleksiteten kollapse, sé der kunne
gives et sd simpelt svar pa det komplicerede spergsmal om
ripple—spandingens afthengighed af udglatningskapacitansen?

Speending

(tll Vl)

Maledata i figur 6 og modellen i figur 7 og 8 viser hvordan
udgangsspandingen } over parallelkoblingen af kapacitor og
belastningsresistans som ventet folges med den cosinus—for-
mede spanding op til maksimumverdien ¥ og lidt ned igen
efter toppen — indtil punktet (¢,, V), hvor cosinus—spandingen
begynder at aftage hurtigere end kapacitoren ville aflade. Fra
dette punkt felger udgangsspaendingen den eksponentielle af-
ladningskurve ¥V, (t) =V e ) for kapacitoren (k =1/ RC)),
indtil kurven i punktet (,, V) meder den opadgdende cosinus—
kurve 1 starten af den naste puls. Undervejs har afladnings-
kurven passeret midterpunktet (z,, V), hvor 2, = i =0,005s.
For at udregne ripple-spendingen V=V, — V, bestemmer vi
nu forst hvert af de tre punkter (¢,, V), (¢,, V,) og (¢, V).

Figur 7

Speendingskurven overgdr fra diodebroens pulserende jeevnstrom
(rad graf) til kapacitorens eksponentielle afladningsgraf (bla) ved
tiden t,. Ripple—spcendingen skal beregnes ud fra det efierfolgen-
de skeeringspunkt mellem den bld og den rode graf. For nemheds
skyld fortscetter vi fra midterpunktet (t,, V,) ad den stiplede tangent
indtil denne moder den anden stiplede tangent i et punkt (t,, V),
som viser sig at veere meget teet pd det onskede skceringspunkt.
Ripple—spcendingen kan sdledes med god tilncermelse beregnes
som afstanden fra V, op til maksimalveerdien V.

Speaending

(tll Vl)

Figur 8§

Som figur 7, nu blot med storre veerdi af T, sd ripple—spceendingen
er mindre. Bemcerk at skceringspunktet (t,, V,) mellem tangen-
terne nu ligger en hel del for tidligt i forhold til skeeringspunktet
mellem eksponentialgraf (bld) og opladningskurve (rod), men at
V, alligevel er teet pd den rigtige veerdi.
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Bestemmelse af punktet (¢,, V)
Til tiden ¢ = ¢, vil cosinus—grafen ¥, (¢)=¥,| cos(er) |have
samme hzldning som eksponential-grafen V(1) =V, e ")

d d
EVM(’)—EVc(’)

~aV,sin(wt)=—kVe
Med ¢ =t og V, =V,cos(or,) fas
oV, sin(wt,) = kV, cos(wt, )

Det folger at tan(wt, )= k og dermed
o

t, = L ian [Ej ~Lian (LJ 3)
o 0) o ot

idet vi har indfert tidskonstanten 7 = RC = % for parallelkob-
lingen af kapacitor og resistor.

Nu kan vi beregne den tilherende spaending:

"

V, =V, cos(ot, )=V, cos(tanl (LD =0

T 1+ 1

(o7 )2 @)

Det sidste lighedstegn i (4) udnytter identiteten
1

cos(tan'1 (y)) = W

som let etableres ved en betragtning af enhedscirklen og her-
med overlades til laseren (eller en af leeserens dygtige elever).

Figur 9

Korrektionsfaktoren f fra formel (5) og (6). Funktionen konver-
gerer hurtigt mod 1 for t — oo, men ndar t < 0,005 s (som er et
interessant omrdde), er [ meget stor og vokser voldsomt mod
fort— 0.

10 4 beta

9

1+((‘M_)2

Bemerk at tidspunktet ¢, , hvor kapacitoren “tager over”, er
uafhangigt af maksimalspandingen ¥V, og at V| ifelge (4)
gar mod henholdsvis 0 og ¥, som ensket, ndr = RC gdr mod
henholdsvis 0 og .

Bestemmelse af punktet (z,, V)

Med AC—frekvensen 50 Hz er £, = 0,005 s, men vi vil bruge det

generelle udtryk £, = ZL . Til tiden ¢, er spandingen faldet til
0}

Lo b

V,=Ve > =Vere  , som vikan skrive pa den simple form

b

V,=V,Be * (5)

ved at indfere den dimensionslese (men r—athangige) kor-
rektionsfaktor
4

eT

p=r—— (©)

Graensevardierne lim 8 =10g lim f = o er algebraisk oplag-
te fra (6) og ses ogrsgcf)é grafen ﬁ%ur 9. Pd samme méde er det
let at se (bade algebraisk og pa figur 10), at den asymptotiske
opfersel af V, er som forventet: V, gdr mod henholdsvis 0 og
V,, nar 7 gar mod henholdsvis 0 og .

Bestemmelse af punktet (z,, V).

Ideelt set skal vi fortsatte fra det netop bestemte punkt (£, V)
ad eksponentialgrafen V. (r) =V, ') indtil vi moder cos—
grafen V,_ (1) =V, |cos (o1, )| . For at finde skeeringspunktet, skal
vi lose den transcendentale ligning Ve "™ =¥, |cos (e, )|,
og selv hvis vi havde haft et simpelt udtryk for V,, sé er det
en hables opgave.

I stedet veelger vi at gé det sidste lille stykke fra #, langs tan-
genten til eksponential-grafen og approksimativt bestemme 7,
som det sted, hvor denne tangent krydser tangenten for cos—
grafen ud fra punktet (¢,, 0). Vi laver altsd Taylor-udvikling

G

tau

0,01 0,02
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Figur 10

Graf over V,/ V, som beregnet fra (5) og (6). Bemcerk den for-
ventede asymptotiske opforsel for t — 0 og T — . Bemcerk ogsa
tidsskalaen: konvergensen V, — V, er meget langsom (i vores
forsog er < 0,05 s).

til forste orden af de to grafer omkring ¢ = ¢,. Punktet hvor
de to tangenter krydser hinanden ligger overordentligt taet pa
(t,, V), se figur 7 og 8.

Taylor-udvikling af V. (£)=V,e "™ omkring =1,
Velt) ==k, (1=1,)+7, (7)
P& samme made findes tangentligningen til cos—grafen, idet

vi dog skal huske, at V., (1)=V, |cos(a)t)| =V, cos(or) nir
fL<t<t:

$ ®)

Vo (1) = @V sin(ot, ) (1 —1,)+ V. (t,) = oV, (1 —1,)
Her har vi benyttet, at sin(or,)=10g V,, (¢,)=0.

Vi ser fra (7) og (8), at de to tangenter krydser hinanden ved
tiden ¢ givet ved

—kV, (t=1,)+V, =0V (1-1,) )
. . v,
som umiddelbart kan leses til 17, = ——.
oV, +kV,
Antager vinu, at # =1, fés
oVV,
V,roV,(t,—t,) » —>2— 10
3 0( 3 2) C()VO +kV2 ( )

Denne spanding afthenger pa kompliceret vis af 7, som gem-
mer sig bdde i k =1/7 og (ikke mindst) i V. Alligevel er det
oplagt, at den asymptotiske opfersel er som den skal vare: Nar
t— 0, sd vil k— oo, og dermed V', — 0. Tilsvarende ses, at
nar r — oo, sd vil k — 0, og dermed V,— V (fordi V, — V).
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Kulmination:

Beregning af den reciprokke ripple—spsending

Data har vist os, at den reciprokke ripple-spending V,/ V_ er
en overbevisende linezer funktion af 7 (figur 5). Vi benytter der-
for nu de foregédende komplicerede udtryk og approksimatio-
ner til at opstille en teoretisk model for ¥/ Vi hdbet om, at
den simple, observerede linearitet dukker frem trods den ma-
tematiske kompleksitet. Forst bruger vi udtrykket (10) for V., :

|/ 1
V.. =" 1_E 1_607[/2
v, oV, +kV,
oV +kV, oV +kV, -0V, + o,
oV, +kV, oV, oV, +kV, -0V,
=1+ ik

oVy+(k-o)V,

Heri indsettes udtrykket (5) for V:
4

a)I/oﬁefktz

+ - op
|4 oVy+(k—w)V,Be™

e +(k-o)p

r

1
Vi forlenger breken med 7 = x :

%=1+ _ “’gT )[3=1+ ot (11)
ote” +(l-ort 2
' ol [1 et — IJ +1
Med den tilsyneladende staerkt t-athangige parameter
1 2 1 =
y=0t| —e° -1 |=01| —e? -1 (12)
B B
kan (11) endelig skrives
N2, (13)
V. y+1
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3 4 gamma

Be%—l)

(0,021162, 1,684) tau (s)

Figur 12

Maledata for V,/V. iintervallet 0 <t <0,04 s. Heeldningen i starten
(50,003 s) er omkring 81,5 s7'. Senere er heeldningen meget stabil
omkring 121 s7!. Begge veerdier er teet pd de teoretisk forudsagte.

5 O LMFK-bladet 1/2025
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Figur 11
Graf over y som funktion af tidskonstanten t. Det ser ud til, at
limy =e og limy =~ . Disse greenseveerdier udledes i Boks 3 og 2.
70 70 2
6 -
=
7 Lineeer tilpasning til: Datasaet | VO/Vr
VO/Vr = mx+b
m (Stigning): 121
b (Y-skeering): 0,975 B @
Korrelation: 1,00 e
RMSE: 0,0212 ///’
4 -
7
/////
,//
7
s ,
o
>
27
e
- =]
y Lineeer tilpasning til: Datasaet | VO/Vr
) - VO/Vr = mx+b
m (Stigning): 81,5
b (Y-skeering): 1,00
Korrelation: 0,989
RMSE: 0,0145
0 \ T \ \
0 0,01 0,02 0,03 0,04
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Udtrykket (13) ville have varet helt lineert i 7, hvis y havde - Vo Vi Vo Vi | %-afvigelse Vo Vi
veeret helt konstant — men y er en filrlnktion af 7, se figur 11. 1 3 Data Wegge & Millman &
Boks 3 og Boks 4 viser vi, at ¥ > — fort— w0 ogy— e fort Tashkovska Halkias
— ()1,0 0oﬂg derrned1 vokser koefficienten foran 7 fra % =84,557" 0,000 | 1,00 1,00 0,0 0,0
og E—HZIZZS_ . 0,001 | 1,07 1,12 5,0 0,1
2 0,002 | 1,17 1,24 6,0 0,2
Konklusi 0,004 | 1,42 1,49 4,9 0,4
onklusion
Formel (13) viser, at grafen for den reciprokke ripple—spaen- g:gg: ig; i:;z 2:2 g:g
ding V, /V, forventes at vare tet pd en ret linje med held- 0010 | 217 522 >4 10
ningskoefficient 84,5 s~ nar 1 er teet pa 0, og 122 s nar z er 0:012 2: ) 2: a7 1:9 1:2
s.tor. Dette er i overordentlig fin overensstemmelse med ma- 0,014 | 2,67 271 15 14
lingerne, se figur 12. 0,016 | 2,92 2,96 1,4 1,6
Til sidst bemerker vi, at vores model (13) — som lovet — umid- 0,018 1 3,17 3,20 1.1 18
delbart kan oversettes til modellen (2) for ripple—spandingen, 0,020 | 3,40 3,44 1,2 2,0
nar w = 100 7 og 7 ikke er alt for lille (t 2 0,005 s): 0,022 | 3,65 3,69 1,0 2,2
0,024 | 3,88 3,93 1,4 2,4
po_ N £ () 0026 | 413 4,18 1,0 2,6
! 1+ 0T 1+ T 2 /RC 0,028 | 4,37 4,42 1,2 2,8
w/2+1 m/2+1 0,030 | 4,60 4,67 14 3,0
0,032 | 4,88 4,91 0,6 3,2
At teorien trods alt ikke stemmer 100 % overens med de ob- 0,034 | 5,08 5,15 14 3.4
serverede haldninger kan dels skyldes de lineariserende ap- 0,036 | 5,30 5,40 13 3,6
proksimationer omkring bestemmelsen af (z,, V, ), dels at vi 0,038 | 5,55 5,64 17 3,8
— som navnt i starten — ikke har taget hajde for speendingsta- 0,040 | 5,76 5,89 2,2 4,0
bet over dioderne (figur 1 og 2).
Tabel 1
Noter Maledata sammenholdt med Milmann og Halkias’ model (1) og
@ D IB er International Baccalaureate, og Extended Essay er  med vores model (2). @

for IB, hvad SRP er for STX.

Kilder
[1] J. Millman & C.C Halkias: Integrated electronics, McGraw-
Hill, 1972 (p. 112f)
[2] J. Tashkovska: Ripple voltage minimization using a capa-
citor, Birkerod Gymnasium og 1B, Extended Essay, 2024.

Boks1 Ilimp=1
Parameteren f er defineret i (6).

1 . 1 N .
Lad x=—,s& L =xtan™ (x). Grenseovergangen r — oo svarer til x — 0.
ot T

Med brug af (3) og lille-vinkel-approksimationen tan™ (x)~ x fis

h
®° €

f= _ e
1+ 1 V+x2 J1+42
(o

xtan!(x) ¥

—1 for x— 0, QED.

— 0 forx — 0.

1-5
X

Bemark ogsé, at konvergensen f — 1 — 0 er sa hurtig, at

Fysik
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Boks2 limy =%

T—>00

Parameteren y er defineret i (12).

n X

Lad x = i og Taylor—udvikl et =e? omkring x = 0:

= ox 1(zxY
@2 slld—da=| = | e
2 202

Ved indsetning heraf i definitionen (12) fés

y=wr(%e:—1j=ﬁ[e?—ﬂ]=é[l—ﬂ+%+%(%) +...]=%[l_xﬂ +%+%x+...]

-5
x

=0, og derfor folger det at limy = % , QED.

Fra Boks 1 ved vi, at lingﬁ =log lim

x>0

Boks 3 lilroly =e

1

0] T 20

Grenseverdien af den ubehagelige brek findes med I"Hospitals regel:

dr ' ! dr\ o T (an')2+1

1
2
- ot) +1
og derfor er lim Lob i (@), =l
>0 T 70 1
2 1+( 1)2 t =,
1 - wr) - 3 fh . _
Da y=(or[ﬁe’—l]=(m’ — e -1 =...=y(07) +1-e © —o7,servinuy, at lrl_I)loij/:e, QED.
eT

I T . o 1e . t,—t .
Bemark forst, at #, = —tan ! [—j — — =t,, ndrr — 0, s& bade teller og neevner i broken 2—L gar mod 0 nér z — 0.
T
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