Tsunamiens fysik

OLe WitT-HANSEN, Koge Gymnasium

I alle de ar, hvor jeg har skullet gennemgé belger i min fysik-
undervisning, og hvor jeg altid har understreget, at der ikke
sker en stoftransport ved belgeudbredelse, bliver jeg som re-
gel konfronteret med det faktum, at vandbelger brydes og bli-
ver skyllet op pa stranden.

Jeg vaelger da den klassiske undvigemanevre med, “at det er
alt for kompliceret til at blive forklaret pd gymnasialt niveau”.
Hvad angér hydrodynamik, er det nu sandt nok!

Hvis en elev drister sig til at sperge, om jeg maske selv for-
star det, har svaret hidtil vaeret undvigende. At det skyldes, at
dybden bliver mindre er jo ikke nogen forklaring, men blot
en konstatering.

Pa KU leeste vi pa 3. &ri 1967 efter Sommerfelds: Mechanics of
Deformable Bodies fra 1964. Uden solidt kendskab til vektor-
analyse, operatorerne grad, div og rot, samt Stokes og Greens
setninger er denne (glimrende) bog ikke rigtig anvendelig.

I drets emne om katastrofer er der mange, der har skrevet om
tsunamier. Efter at have set utallige flotte billeder af den enor-
me flodbelge er det naturligt at overveje muligheden af en ana-
lytisk forklaring — udmentet i en formel. Naturligvis har jeg
sogt pa nettet, men det er nu aldrig lykkedes mig at finde no-
get rigtig brugbart teoretisk fysik der.

Heller ikke i andre beger, som Feynman eller University
Physics, er der nogen hjzlp at hente. Det var forst, da jeg i
Sommerfelds bog fandt nogle formler for udbredelseshastig-
heden af tyngdebelger pa dybt og middeldybt vand, at jeg j-
nede noget, som maske var anvendeligt. De to formler fra
Sommerfeld er vist nedenfor.

v er balgens udbredelseshastighed, g er tyngdeaccelerationen,
A er balgelengden, & er belgetallet og / er dybden.

_[8A_ |
veaso = \/; dybt vand
v=\[gh middeldybt vand

Atudlede af disse formler er langt fra simpelt. Udledningen af
formlerne er tilfojet til sidst. Det er nu kun den sidste af form-
lerne, der er interessant i sammenhang med dannelse af en
tsunami, fordi udbredelseshastigheden her atheenger af dybden.

Ifolge formlen vil bagsiden af en belgepakke, der bevager
sig mod lavere vanddybde, stadigt bevage sig hurtigere end
forenden. Den vil kravie op pa ryggen af balgen for derefter
at indhente og overhale forenden, hvilket pracis er det man
ser, ndr en belge, der naermer sig land, rejser sig og brydes.
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For at formalisere dette, er det nedvendigt med nogle simpli-
ficerede antagelser. Vi antager derfor, at belgens form er rekt-
angulaer med en bund, som flugter med overfladen. Havdybden
aftager linezert med en haldningsvinkel 6.

Ved x = 0 er havdybden / = & og ved x er havdybden 1 = A —
x-tan . Udbredelseshastigheden ved bagende og forenden af
kassebolgen er henholdsvis v, og v,, hvor v, > v . Da det er
den samme vandmasse, som er i bevaegelse — blot med en an-
den form, ma arealet af de to rektangler veere lige store, se fi-
guren ovenfor:

A=y Ax=(Ax+dx)(y+dy)
hvilket giver Ax-dy + y-dx = 0, som lgses mht. dy:
-_Jr
dy = Ax dx

Pé middeldybt vand gelder formlen

v=4/gh=g(hy—xtan®)
Pé grund af de forskellige hastigheder pa forsiden og bagsi-
den af kassebolgen, vil denne blive trykket et stykke dx sam-
men i lebet af tidsrummet dt

dx = (vy —v))dt = Avdt

Indsettes dette i ligningen ovenfor far man

dy=—Lax=—LNAvit <

Ax Ax
d
dy:—y%dt%y%dt = %z—y%

Vi omskriver nu

& _dvde _ dy
dt — dxdt  dx

hvorefter man far den enskede formel

d_ ydv

dx v dx



\/gtané)

2\hy—xtand

Indsattes v =4/g(h,—xtanf) og % E—

finder vi endelig en differentialligning, der bestemmer, hvor-
ledes belgehejden y athenger af afstanden ind til bredden.

dy 1

1 _y-tand dy 1
dx  2h <

_1_tanfdx
—xtand Yy 2 hy—xtand

som direkte kan integreres til

NI—-

Ligningen lases for y, som giver

— ho
Y= Y0\ —xtan0

Bolgehajden gér ifelge formlen mod uendelig, nar dybden
gar imod 0, og det forklarer derfor kvalitativt dannelsen af
en tsunami. [ betragtning af, hvor kompliceret hydrodyna-
mikken er omkring vandbelger, der rejser sig og brydes, ma
denne (kvalitative) formel siges at veere overraskende simpel.

Man kunne naturligvis blot tegne belgehajden y som funkti-
on af x, men det er mere illustrativt — og relevant for beskri-
velse af en tsunami — at gange belgehgjden med en balgepak-
ke, som fx er et resultat af et undervands jordskalv. En sadan
belgepakke kan fis ved at integrere over belgetallet £ for en

plan harmonisk belge ©(x,#) = el W=k

= e f o R gl ! e _ et cos(kx)—isin(kx)

—ix —ix
som efter omskrivning med additionsformlerne er realdelen

sin(kx — wt)
X

Rey =

Ojebliksbilleder af tsunamiens fremadskridende udvikling frem
mod kysten ifolge ovenstdaende modellering.

For ¢ = 0 er belgens form

sin kx
X

og belgens form i x kan fas ved at gange belgehejden y(x) med

sink(x —x,)
xX—Xx,

Nedenstéende figur viser, hvorledes balgens form ifelge den-
ne formel @ndrer sig, nar den nermer sig kysten fra 200 m
dybde. Formlen er kvalitativ, men illustrativ.

Bolgehastigheden pa middeldybt vand
I dette afsnit anvender vi folgende symboler:

3@ dp Op

Vo=(5-.5-7) gradient af et skalarfelt ¢

Y 8): + 8_yy 35 : divergens af et vektorfelt v
N 2 2 2

V2¢ =V-Vo= g f gy¢ + % Laplaceoperatoren

= 7 Ov, Ov, Ov. ov, Ov, Ov,

VU= T e T e oy MOF

operatoren, som vi dog ikke anvender direkte.

Fra vektoranalysen ved vi, at for et rotationsfrit vektorfelt
Vx v = 0 kan man definere et potential. Anvender vi dette
pé hastighedsvektoren v i et to—dimensionalt stremningsfelt
uden turbulens far man

- =

Vxv=0 = v=vo v= (22 02

38y

Hyvis hastighedsfeltet ogsé er divergensfrit V~ v =0 (vasken
er inkompressibel), vil potentialet opfylde Laplaces ligning

JoR SO

8x2 o?

For enhver analytisk funktion f(x +iy) = @(x, y) +i P(x, ) vil
savel realdelen @(x, y) som imaginerdelen ¥(x, y) vere los-
ning til Laplaceopratoren. Dette folger af Cauchy—Riemanns
differentialligninger.

V2P =0 &

08 _ov o, 05 _ 0w
Ox Oy Qy Ox

idet

P 0D _ 0w W _
ox?  9y* OxOy 0Oyox

—

Hvis v =V @& vil kurverne ®(x, y) = @ vare kurver med
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samme hastighed. Pa grund af Cauchy—Riemanns ligninger,

og idet [ 9 8y) er tvaervektor til [ dx * Dy ],vﬂ kurverne
H(x, y) = ¥, og D(x, y) = D, vere ortogonale kurvesystemer,
og Y(x, y) vil derfor repraesentere stremningslinier.

Det mest generelle hastighedspotential, der repraesenterer en
bolgeudbredelse kan skrives
=P (4™ + Bt

Vi setter y = 0 ved overﬂaden Randbetmgelsen ved bunden
(v=—h)erv, =0eller —|y_ »=0

= 0. Indforer vi kon-
1Ce™ og

Dette forer til ligningen — A  Be™*
stanten Cved 1C = 4e"” = Be™" |siledesat 4=
=1 Ce*kh antager potentialet formen

_i(k—wi) 1 —k(h+y) k(h+y)
d=c¢ 5C(e YT
= 0C cosh(k(y + h))

Udledningen af udtrykket for udbredelseshastigheden pa mid-
deldybt vand tager udgangspunkt i bevegelsesligningen for
et rumfangselement af vaesken. Her betegner p massefylden,
som antages konstant, p er trykket, v hastigheden og F kraf-
ten pr. rumfangsenhed af veesken.

dv — _*)
dt = +Vp=

- —

Hyis vasken er rotationsfri og divergensfri, Vxv =0 og
V-v =0, kan man ved hjelp af vektoranalysen omskrive det til

8 v
P 5 +1 30 V Vit V p= F
Hvis F er en konservativ kraft (tyngdekraften), si kan F ud-
trykkes som gradienten af en potentiel energi U, F' =—-VU .
Indferer man endelig hastighedspotentialet v =V @ og flytter
gradientoperatoren uden for en parentes far man Bernoullis lov:

—

V0241 p(V) +p+U) =0

For moderate variationer af hastigheden kan vi se bort fra led-
det (V 45)2 , og hvis vi forelgbig kun er interesseret i overfla-
deprofilen af belgen satter vi p = 0. Herved bliver bevagel-
sesligningen voldsomt forsimplet:

%¢ + U = konstant

Konstanten kan i princippet atheenge af tiden, men for en utvun-
gen bevagelse er den eneste mulighed konstant = 0. Samtidig
er U= p-g'y, hvor y er dybden, regnet positiv opad og 0 ved
overfladen. Herefter er ligningen den simple:

o &

Hvis der er tale om en harmonisk fremadskridende belge er
overfladeprofilen y af formen: y = u (x, ) = c:e'® ) hvor ¢
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i almindelighed er et kompleks tal, der indeholder en fase.
Sammenholdes dette med udtrykket for

&= " DCcosh(k(y+h))

som udledt ovenfor, far man af %45 gy, at
we' @D C cosh(k( y+h)= cge'(’o““” N
—iwCcosh(k(y+h))=cg

For at bestemme et udtryk for udbredelseshastighed ved over-
fladen har vi brug for endnu en betingelse, som er, at hastighe-
den af et punkt af overfladen V', vinkelret p& overfladen, md
vaere den samme som hastigheden af det tilsvarende veeske-
element v, pd samme sted.

Udtrykt ved hastighedspotentialet: v, = g@ Hastigheden af

overfladen i samme punkt V' kan fas som’ilastlgheden i bol-

geprofilens op— og nedadgaende bevagelser: V, = u , hvor
, ot’

u(x, ty=ce'®-o,

Hvis belgelengden er betragtelig storre end amplituden, kan
vi erstatte v, = on med v, = ay

Ved at anvende udtrykkene for overfladeprofilen u(x, £) = c-e'®—?
og hastighedspotentialet @ = ¢'®~“C cosh(k(y + h)) , finder
man s, idet vi dropper bolgefaktoren e~ ;

0P _ou - .
oy~ o1 < kCsinh(ky +kh) =iwc
Satter vi y = 0 (taet pa overfladen) bliver de to ligninger

—iwCcosh(k(y+h))=cg og kCsinh(ky + kh) =iwc

til

—iwC cosh(kh) =cg og kCsinh(kh)=iwc
Heraf fas:

c___ g N

¢ —iwcosh(kh) % smh(kh)

2 _ _&

V= ‘I:—z =7 tanh(kh)

og dermed

v=4= |2 tanh(kh)

bl

Vi ser da pa to greensetilfelde: kh << 1 => tanh(kh) =~ kh
og kh>>1 => tanh(kh) ~ 1.1 de to tilfeelde bliver udbre-
delseshastighederne:

g

V=A% dybt vand
v= \/g7 middeldybt vand

som angivet pa ferste side.



