Dzempede periodiske bevaegelser
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1. Den hoppende bold

Da jeg for nylig sggte pa Google efter noget andet, stadte
jeg tilfeeldigvis pd en SRP-opgave om Den hoppende bold.
Forsggene var naturligvis lavet med optagelser af beveegel-
sen med hgjhastighedskamera og efterfalgende behandling i
avancerede IT—programmer.

Det er jo snart en del ar siden, hvor man erstattede simple in-
struktive forsgg, som skulle vise Galileis faldlove med video-
optagelser, dataopsamling og IT-behandling.

Indtil 1988 lavede jeg Det frie fald, som den farste fysikgvelse
i 19— efter farst, at have gennemgaet kinematikken naturligvis!
Her malte man med et Leybold viserur den tid t, det tog en
kugle at falde stykket s. Og det var altsa kun ganske fa elever,
som ikke forstod, hvad der foregik.

Som en del af behandlingen af maleresultaterne, blev male-
punkterne indsat pd& mm-papir med t2 ud ad 1.aksen og s ud
ad 2.aksen, hvorefter man visuelt konstaterede, at punkterne
med tilneermelse 1a pa en ret linie gennem (0, 0), og heraf slut-
tede man, at s = k-t2.

Linien blev tegnet, og haeldningskoefficienten k blev beregnet.
Ifalge faldlovene skulle den vaere %2 g, og det passede som re-
gel med teorien inden for 5 %.

Og nej, dengang var formalet med forsgget ikke at forsgge at
falsificere faldlovene, men at vise dem.

Hvad angar den helt elementaere forstaelse af, hvad fysik gar
ud pa, s mener jeg stadig, at det er betydeligt mere instruk-
tivt at lade eleverne selv foretage malingerne og selv behand-
le maleresultaterne, end et foretage dataopsamling til en com-
puter, for derefter at lade et program sprajte grafer og male-
resultater ud.

Jeg medgiver dog, at jeg fagdidaktisk nok stadig er forank-
ret i den paedagogiske senmiddelalder — altsa tiden far 1988,
hvor man faktisk leerte matematik og fysik i gymnasiet — pa
fagenes egne praeemisser — og ikke blot som et ledsagende fe-
nomen i den samfundsideologiske opdragelse.

Fordi, det vist nok var et krav, lavede jeg i 2010 en gvelse med
en videooptagelse af det skra kast. Men dels druknede forsg-
get totalt i tekniske problemer med optagelsen og problemer
med anvendelse af databehandlingsprogrammet, og dels var
elevernes fysikfaglige udbytte stort set lig med nul.

Det virker som om, at selv de allermest elementare teoretiske

dele af fysikken er blevet fortreengt af eksperimentelle forsgg
udfert med IT.
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Det kom jeg til at teenke pd, da jeg leeste rapporten om den
hoppende bold. Der var masser af grafer, og beregninger af
tab i energi, men ikke noget teoretisk argument for, hvordan
stighgjden af bolden aftager med hvert stad mod underlaget.

Det er jo ellers meget ligetil at antage, at den kinetiske energi
E,., = ¥amv? og dermed v?, aftager med en bestemt faktor o
for hvert stad med underlaget.

Hvis bolden slippes fra hgjden h,, er hastigheden v,, ndr den
rammer gulvet givet ved

2
Yo

v, =2gh, & 29

hy=
Hvis energien aftager med en faktor «, vil hgjden efter et
bump veere

2
og sadan fremdeles, sa 4, = o" ;Lg =a'h,.
Hgjden, som bolden kommer op i, aftager altsa eksponentielt
med antallet af stgd.

Jeg har forsggt at teelle antallet af bump udfgrt med en mas-
siv hoppebold, sluppet fra 1 meter, og det synes at veere 13.
Antager vi, at dette svarer til, at hgjden er reduceret til 0,01-h,
sa far man altsa o = 0,01, som giver o = 0,7. Der mistes altsa
30 % af energien ved hvert stad.

Om antagelsen er rigtig, ved jeg ikke, men det kunne da have
veaeret oplagt (med det fine udstyr) at undersege, om hejden
faktisk aftager eksponentielt, (og med hvilken faktor), for dog
at fa lidt teori ind i rapporten. Man kunne i gvrigt ogsa bereg-
ne den tid, der gar for bolden ligger stille.

Falder bolden fra hgjden h,, er faldtiden givet ved

th
ho:%gto2 = L= ?0

Den naste hgjde er h, = a-h,. Da bolden bade skal op til og
ned fra hgjden er tiden

=2 /2_111 =2Jay,
g
Tilsvarende fas:
t, =2(Ja)’t, , t,=2(a)t, ..

Tiderne danner altsa en kvotientreekke med farste led 2\/Et0
og kvotienten Jo.



Summerer vi op til uendelig og anvender formlen for en uen-
delig kvotientraeekke

1
l—gq

S=a,

far man

1
t, =t +2Jat,——
0 0 l_\/g
Slippes bolden fra hgjden h, =1 m, er t, = 0,45 s. Heraf fin-
der man t_=5,1 s, hvilket passer fint med, hvad man méler
pa et stopur.

2. Harmonisk svingning pa fladt underlag

Hvis en klods, der er spaendt op mellem to spiralfjedre pa et
plant bord, udfgrer harmoniske svingninger, vil den i almin-
delighed veere pavirket af en gnidningskraft fra bordet.

Hvis massen af klodsen er m, fjederkonstanten er k, og gnid-
ningskoefficienten mellem klods og bord er g, er gnidnings-

kraften som bekendt: F = umg, rettet mod beveegelsen.

Man kan herefter opstille en differentialligning for beveegelsen:

T
I

ma =—kx—sgn(v)-umg

d*x v
ar o pes

Vv
hvor M er fortegnet for hastigheden.

Det farste led pa hgjre side giver den sadvanlige harmoni-
ske lgsning, mens det andet led er lidt ubehageligt pa grund
af numerisktegnet. Vi er derfor ngdt til at dele op i tilfelde-
nev>0ogv<0.

d’x
m =—kx—pum forv>0
P pmg

2
m%:—kx—i—umg forv<0

Vi lgser kun ligningen for v > 0, idet det kun er et fortegn, som
skiller de to lgsninger. Efter division med m fas

d’x k
?:—Ex—,ug =4
d’x k umg
dr i)
umg d’x, _ d’x

Vi saetter x; =x+T = e
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Det giver
d’x, k
=——X
dar’ m!

som har lgsningen x, = 4cos

k
oo

, far man

pmg
k

k umg
\/;t+¢0 - k

For v <0 bliver Igsningen naturligvis

k umg
[Evaotns

Umiddelbart ser det lidt underligt ud med et konstantled i en
harmonisk beveegelse, men vi skal huske p4, at begyndelsesbe-
tingelserne (amplituden) a&ndrer sig for hver halve svingning.

Indseettes da x = x, —

x = Acos

x = Acos

Vi seetter ¢, = 0, og starter bevaegelsen ved x = A, hvor t = 0.
Amplituden i den farste halve svingning betegnes A,

Da bevagelsen for t > 0 er rettet mod ligevaegtsstillingen, an-
vender vi lgsningen for v < 0. Der geelder, at

cos(0)+w:A = =4 HE
k k

For den farste halve svingning, bliver lgsningen derfor:

_ k umg
x—Aocos\/;t—k A =

4 lmg k  pmg
x=(4 A )cos\/;t+ 2

Efter en halv svingning, er positionen x = -A . Amplituden A,
fas, ved cos m, og A, seettes da ind i lgsningen for v > 0.

x=—4 ZCOSW'(A—%)—I—%éAI :A—ZAL%

og lasningen bliver for den naste halve svingning:

., 2umg \/? pmg
x=(4 B )cos mt A

Udtrykket for den n’te halve svingning bliver:

4 o kmg k  pmg
x=(4 ne—-= )cos\/;tﬂ:—k

Svingningen vil dg ud, ndr amplituden naermer sig 0. Ifalge
ovenstaende vil det ske, nar

Al g o Ak
k umg

Det er ikke noget serligt problem at tegne graferne forn =1,



2, 3..., men det er lettere at lgse differentialligningen nume-
risk, og lade et matematikprogram tegne lgsningen.

Som det ses af grafen nedenfor, aftager amplituden i sving-
ningen lineert efter funktionen

y:A—Zu;cngx

som det ogsa gaelder for den analytiske lgsning.

GratikUindue 1

y%10-01

Lo b vy gy

+01

|51|DW\/W

1
o
PRI I H T SA R A I SO N R S R T A

1
[
o
|

3. Daempede svingninger

Differentialligningen for den deempede harmoniske svingning
er en af de allermest kendte i fysikken. Den opstar i talrige
sammenhange, fx i elektriske svingningskredse.

Lineare differentialligninger med konstante koefficienter, kan
som bekendt lgses med en kompleks eksponentialfunktion,
mens lgsningen pa traditionel vis er lidt mere omstaendelig.

For den harmoniske oscillator, antager man, at luftmodstanden
er proportional med og modsat rettet hastighedenv, F  =-a-v.

F.=-k-x+F, &

d*x dx

- YA

d*x adc k

dtz +mE+EX—O (31)

Vi omskriver ligningen til en mere generel form:
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d? dx
ﬁ+bz+c~x:0 3.2)
hvor b= og c:k
m m

Nar ligningen lgses pa traditionel vis, er metoderne lidt for-
skellige. Den metode, jeg anvender, er i familie med den, der
bruges, nar man lgser 1. ordens differentialligninger.

Man tager udgangspunkt i en differentialligning, som vi kan
lgse, nemlig differentialligningen for den harmoniske svingning
2 2

d - d . k

mE dr?

e 0 (3.3)
Herefter indfgrer man hjelpefunktionen y = xe”*, hvor x er
lgsning til den oprindelige ligning (3.2), og hvor y er lgsning
(3.3). Vi seetter v=—-

d’y d*(x-e’")
+ 0 & L)
a0 ar

+y-x-e"=0

Formalet er at omforme denne ligning til den oprindelige ligning
d’x  dx
. + bE +cx=0

ved et passende valg af konstanterne 3 og . Vi udregner derfor

d*(x-e¢™)y d dx g, .
(dﬁ L= GG B
c;f ﬂ"+ﬁﬂ~eﬂ"+%-ﬂ-eﬂ"+x-ﬂz-eﬁ"
a'x ﬁ, Bt 2 Bt
=7 +2- ﬁ e+ x-[7 e

Vi tilfgjer leddet v-x-e”, og setter resultatet lig med nul.

d*(x-e™) y

T+7.x.e‘3 =0 =

LIEI o o 3.4

o +6 e~|—xﬂe+’yxe =0 (3.4)
Ligningen reduceres ved division med e til

d2

ey — 12 ﬁ +(ﬂ +7)-x=0 (3.5)

Dette sammenlignes da med den oprindelige differentiallig-
ning (3.2)
d*x dx

b

+c-x=0
dt

0g man ser, at de to differentialigninger er identiske, hvis og
kun hvis

og FF+y=c &

N >

(0%
=2%2m



Lk
7= 4 Y= dm

Vi kan imidlertid lgse (3.4) direkte. Satter vi y =x-e”

differentialigningen af formen
d’y d’y

+ 0 &
ar YT ar

, er

=—yy (3.7

Hvis v > 0, har differentialligningen (3.7) lgsningen
y= Acos(\/;-t—i-qbo)

sa vi finder

Acos(\/; t+¢,) &
cos(ﬁ-t+¢0)

y=x-e”

x=A-¢e”

(3.8)

Tilbagefarer vi nu fra den oprindelige differentialligning, hvor

2
a _k am
B=om 09 V= gy

2
«

w3 ‘4@, (3.9)

_a k
— . th R
x(t)y=A4-e cos[ p”

Vi finder altsé en harmonisk svingning med en eksponentielt
aftagende amplitude.

Nedenfor er vist grafen for en numerisk lgsning af differential-
ligningen. Den eksponentielle indhyldningskurve er ogsé tegnet.
| det anvendte program hedder 1. aksen altid x og 2. aksen al-
tid y. Det skal naturligvis forstas som t og x.
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4. Dempning proportional med v?2

Hvis gnidningskraften er proportional med v?, s& F,, = e,
kan differentialligningerne godt lgses for en retlinet beveegel-
se, (som jeg har vist i et tidligere indlag), men man kan ikke
lgse ligningerne analytisk for en periodisk beveegelse.

Differentialligningen er i dette tilfeelde:

i-”““+£—o@
dir m dt|dt o

56—|—£5c|5c|+£x=0 eller
m m

" Ui [ }k _
Yy -y =0

Ligesom i det farste tilfeelde, skal ligningen lgses for v > 0 el-
ler v < 0, men den kan ikke lgses analytisk (sa vidt jeg ved).
Problemet er naturligvis det ikke—linezre led X°.

Ligningen kan naturligvis lgses numerisk, og resultatet er vist
nedenfor. Det ses, at deempningen er starst i begyndelsen, men
den forsvinder nasten for sma hastigheder.
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