Faldende magneter - eller: Hvor lang er en stangmagnet?

NieLs ERIK WEGGE, Birkergd Gymnasium

Mon ikke mange fysiklerere demonstre-
rer Faradays induktionslov ved at beveaege
en stangmagnet op og ned i en spole og
se pa den inducerede spzending U? Det
simple forsgg giver umiddelbart tre vig-
tige kvalitative resultater:

1. U =0 medmindre magneten bevee-
ges.

2. Fortegnet for U afhanger af hvilken
vej man bevager magneten i forhold
til spolen.

3. Starrelsen af U vokser nar magne-
ten beveeges hurtigere.

Pa grundlag af disse observationer kan
man sandsynliggere at
do
U=-N— 1
P @)
hvor N er antallet af vindinger i spolen
og @ er fluxen af magnetfeltet B gennem
spolens tveersnitsareal A. Mens de funda-
mentale forhold i Faradays induktionslov
saledes let kan illustreres med det staerkt
inhomogene magnetfelt fra en stangmag-

Figur 1

Magnetfluxen er storst gennem den gronne
cirkel ved magnetens midte, men fluxens
rumlige &ndringsrate er stgrst ved mag-
netenderne.

net, laves en egentlig eksperimentel un-
dersggelse af formlens gyldighed lettest
med et kontrollerbart magnetfelt fra en
elektromagnet. Er B fx jeevnt voksende
(eller aftagende), bliver den inducerede
spending konstant, og a&ndringshastig-
heden for B kan sa settes direkte i rela-
tion til sterrelsen af U.

I denne artikel tager jeg alligevel fat pa
stangmagneten og undersgger hvad der
sker, nar den beveeger sig gennem en
spole, dels ved forskellige konstante ha-
stigheder, dels i et frit fald fra forskellige
hgjder. Stor tak til Kasper Astrup Eriksen
for gode samtaler om teorien!

Fluxen fra en stangmagnet

En almindelig stangmagnet har et in-
homogent men symmetrisk magnetfelt,
som kan synliggeres med jernspaner, fi-
gur 1. Da magnetfeltlinjerne a&ndrer ret-
ning, ma fluxen gennem et givet areal A
(fx spolens areal) beregnes ved integra-
tion af komposanterne vinkelret pa A.
Fluxen er stgrst ved magnetens midte.
Leangere vk (men stadig pd magnetens
midterakse) vil de feltlinjer der gar gen-
nem A dels veere faerre og dels have stgr-
re komposanter parallelt med A, og der-
for bliver fluxen mindre. Pracis hvordan
fluxen vokser og aftager langs magneten
afhanger af den konkrete magnet, men
det er oplagt, at der ma veere to steder,
hvor fluxgrafen er stejlest. Disse to ven-
detangentsteder, hvor altsa starrelsen af
fluxens rumlige vackstrate er maksimal,
vil vi kalde magnetens “magnetender”.
Pé figur 1 er det sveert at se, om magnet-

Figur 2

Et bud pa det rumlige forlob af fluxen
@, fra en stangmagnet gennem et fast
areal placeret vinkelret pa magnetens
leengdeakse i afstanden x fra dens cen-
trum. Magnetenderne er defineret som
de steder, hvor d:;" er starst, hvilket er
vendetangentstederne for grafen (rede
prikker). Bemerk at magnetens fysiske
udstreekning er langere end dens mag-
netleengde. Fluxen er vist negativ, sa
magneten inducerer en positiv spean-
ding hvis den beveaeges hen mod en spole.

enderne er sammenfaldende med mag-
netens rent fysiske ender. Vi vil derfor i
det falgende skelne mellem stangmagne-
tens faktiske leengde L og dens "magnet-
leengde” L,,, som er afstanden fra mag-
netende til magnetende. Jeg vil i artik-
len give tre forskellige eksperimentelle
tilgange til at bestemme L,,.

Grafen i figur 2 viser et muligt forleb af
fluxen @, (x) af magnetfeltet fra en stang-
magnet malt gennem et fast areal placeret
centralt og vinkelret i forhold til magne-
tens lengdeakse i afstanden x fra mag-
netens midte — det kunne veere det gran-
ne areal pa figur 1. Jeg har for nemheds
skyld valgt en gaussisk graf, men det
eneste veaesentlige ved grafen er, at den
har en numerisk starste veerdi ved x =0
(magnetens midte) og symmetrisk place-
rede vendetangentsteder (repraesenteren-
de magnetenderne). Som vi skal se, er det
nemlig iser disse tre steder pd magneten,
der har betydning for hvordan grafen for
U som funktion af tiden ser ud, nar man
farer magneten gennem en spole.
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Figur 3

Robotmotoren (foroven th) hejser magne-
ten ned gennem spolen med konstant fart
16 cm/s og derefter op igen med 32 cm/s.

Nu placerer jeg magneten lodret, sa dens
midte til start er i afstanden h lige over
en lodret monteret hjemmelavet spole
med N = 100 teette vindinger af lakiso-
leret transformatorkobbertrad. Derfra la-
der jeg magneten beveege sig ned mod og
igennem spolen og er spaendt pa hvilken
spanding U, der induceres undervejs.

Af hensyn til de kommende beregninger
indlaegger jeg en lodret x—akse (positiv
opad) med nulpunkt i spolens midte og
lader x(t) veere positionen af magnetens
midte til tiden t. Saledes er x(0) = h, og
% =ver magnetens hastighed.

Med @(t) betegner jeg fluxen fra mag-
neten gennem spolen til tiden t. Den kan
udtrykkes vha. magnetens rumlige flux-
variation @ (X) fra figur 2:
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() = D, (-x(1) )

Faradays lov (1) med tidslig differentia-
tion af den sammensatte funktion (2) gi-
ver den inducerede spaending for den ge-
nerelle beveegelse x(t):

U(t)=N~%-v ®

For en vilkarlig beveagelse x(t) af magne-
ten nedad mod spolen viser (3), at

« U>0istarten (fordi %<0 ogv<0)

« U =0nar magnetens midte passerer
spolen (fordi @, er maksimal for
x=0,s& %=0)

e U <0 efter midten er kommet gen-
nem spolen (fordi %>0 og v<0).

| det falgende ser vi pé to konkrete af-
standsfunktioner: Farst x(t) =h + vt, sva-
rende til, at magneten fra hgjden h hejses
ned gennem spolen med konstant hastig-
hed v < 0. Bagefter en frit faldende mag-
net med x(t):h—%gtz.

Figur 4

Grafen viser den inducerede speending, nar
magneten bevager sig gennem spolen med
konstant fart. Hver magnetpassage giver en
positiv og en negativ top. Toppene er lige

Passage med konstant hastighed

For at undersgge dette scenarie lader jeg
en Spin—robot fra Shape Robotics’ Fable-
system hejse stangmagneten ned gennem
en spole med konstant fart og derefter op
igen med dobbelt sa stor konstant fart
(Fig. 3). Robottens hejsefart er maksi-
malt 32 cm/s — ikke meget, men med N
=100 vindinger pa spolen fas alligevel
en malelig induceret spaending (Fig. 4).
En storre spending kunne fas med flere
vindinger og/eller et hejsehjul med starre
diameter. Placering og sterrelse af spaen-
dingstoppene i figur 4 overrasker ikke.
Nar v er konstant, viser (3) at de nume-
risk starste veerdier af spaendingen fore-
kommer nar d:i“ er numerisk starst, altsa
nar de to magnet-ender passerer spolen.
Hvis magnetfeltet er symmetrisk, vil mag-
net-enderne ligge lige langt fra magne-
tens midte, og ‘ﬁ“ vil have samme veerdi
ibegge ender. Derfor er toppene pé figur
4 lige store for hver magnetpassage, og
U = 0 ligger preecis midt imellem dem.
De to sidste toppe ligger dobbelt sa teet
som de farste to (og er dobbelt sa hg-

hgje og er placeret symmetrisk omkring
U=0. De sidste toppe ligger indbyrdes dob-
belt sa teet som de farste, fordi magneten
beveger sig dobbelt s hurtigt.



je), fordi magneten bevaeger sig dobbelt
sd hurtigt. Magnetleengden beregnes til

L, =1622.0,50
S

=322.0,255=8,0cm
S
Magnetens faktiske leengde er L = 10,0
cm, s& bemeerk at L, < L.

Passage med konstant acceleration

Symmetrien i figur 4 brydes, nar farten
ikke er konstant! Det ses pé figur 6, som
er grafen for den inducerede spaending,
nar stangmagneten falder frit ned gennem
spolen fra starthgjden 30 cm. Det er be-
meerkelsesveerdigt, at den anden span-
dingstop er markant starre end den farste,
og at den forekommer senere i forhold til
U = 0 end den farste top. Da magneten
accelererer, falder dens bagende hurtige-
re ud af spolen end dens forende falder
ind i den, og med den hurtigere fluxan-
dring overrasker det ikke at den induce-
rede spaending bliver stgrre. Men burde

Figur 6

Induceret spaending fra en 10 cm lang stang-
magnet sluppet fra h = 30 cm (magnetmidte
til spole). Magneten bruger meget kort tid
pa at falde gennem spolen, sa dataopsam-
lingsfrekvensen er hgj: 5000 malinger/s.
Forenden falder ind i spolen med fart 2,2
m/s og bagenden falder ud med fart 2,6 m/s.
Den anden spaendingstop er som forventet
hgjere end den farste: |U, | > U,. Derimod
kan det virke overraskende, at den anden
top kommer "for sent”: At, > At,.

tidsintervallet At, fra nulpunktet til den
anden top ikke vaere kortere end tidsin-
tervallet At, fra forste top til nulpunktet?
Magneten accelererer jo...

Fenomenet skyldes, at spaendingstop-
pene nu ikke — som ved konstant fart —
opstar lige nar magnetenderne passerer
spolen, men lidt senere:

For en magnet, der falder frit fra hgjden
h, er fluxen gennem spolen givet ved

Figur 5

Grafen viser tidsvariationen af fluxen gen-
nem spolen fra en fiktiv stangmagnet med
rumlig fluxfunktion som pd figur 2. Det er
for nemheds skyld antaget, at magnetleng-
dener L, = 10 cm og at magnetens midte
bevaeger sig fra hgjden h = 25 cm ned mod
spolen med konstant hastighed v =-1 cm/s.
Den nederste magnetende er 5 cm under
magnetmidten og vil passere spolen efter
20 s, svarende til den farste rgde prik. Den
inducerede spending U (7)=-N ‘ch vil der-
for vaere maksimalt positiv ndrt=20s, nul
nar t = 25 s og maksimalt negativ nar t =
30 s (anden rgde prik).

1
(1) =0, (-x(1)) =D, (Egtz —hJ
Differentiation giver

d’o d(d(bj d(d(bo ]
— | | =" _.gt

d? dr\dr ) drl dx

d’o, > dd,

= . A + .
dx? (g) dx &

og det falger, at
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d_Uzi(_Nd;‘D)
dr  dt dt
d*o® do
=-N, C.gt +—L 1| (4
g( o 8 dxj 4)

Nér magnetens magnetforende ankom-
mer til spolen er £2=0 og 9% <0. Iflg.
(4) vil U derfor ikke vare n(bxl men po-
sitiv — sa spaendingen vil fortseette med
at stige lidt endnu, fer den nar sit mak-
simum. Helt tilsvarende ses, at U vil
fortseette med af aftage ned mod sit mi-
nimum endnu efter at magnetbagenden
passerer spolen. Man kan altsa sige, at
begge spandingstoppe indtreeffer lidt for
sent i forhold til magnetendernes ankomst
til spolen. Det forklarer dog stadig ikke
hvorfor At, > At,. Analysen kraver, at
man lgser ligningen %Y =0med hensyn
til t. Med (4) bliver ligningen til

o, 1 do,

dx? __gtz dx ()

Man kan prgve med en Taylor—udvikling
af @ til tredje orden omkring hvert af de
to vendetangentpunkter, men det er ikke
kant, og jeg vil ikke forfglge det yderli-
gere i denne artikel.

Induceret spaending og faldhgjde
Hvordan afheaenger starrelsen U, af den
farste spaendingstop af den hgjde h hvor-
fra magnetens midte falder? Forrige af-
snit viser, at en preecis model er kompli-
ceret. Men hvis vi — ikke helt urimeligt
—antager at U, indtreffer meget kort tid
efter at magnetens magnetforende pas-
serer spolen, sa giver (3) at

dd
U~N| — . 6
1 (dxlmv ©

Med sit frie fald har magneten farten

L
= |2g| n-2um
" g( 2]

nar dens forreste magnetende nar frem
til spolen, sa (6) medfarer en forvent-
ning om at U12 er (omtrent) proportio-
nal med s~ . Dataien (h, U )-graf
burde altsa forlgbe lineart og have far-
steakseskeering i %
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Figur 7
Forleengerrgr hjelper magneten til at falde
centralt og lodret, nar faldhgjden er stor.

Figur 8

Kvadratet pa den maksimale spending i den
farste induktionstop afheenger som forventet
linezert af faldhgjden, i hvert fald s& leenge
den ikke er for stor. Farsteakseskzaringen pa
ca. 4 cmsvarer til den halve magnetlengde.

Jeg har for hver faldhgjde h fundet U, og
At, ved opméling pé (t, U)—grafen ligesom
pé figur 6. (Flyvetiderne analyseres i nae-
ste afsnit.) Det var ikke nemt at fa mag-
neten til at falde lige og midt ned gennem
spolen nar faldhgjderne var hgjere end ca.
50 cm, selv ikke nar jeg som vist pa figur
7 satte “forleengerrgr” oven pa det pap-
rer, som spolen var vundet op omkring.
Faldhgjderne op til 50 cm bekreefter dog
klart den linegere model for Ulz, se figur 8.
Farsteakseskeringen beregnes af regres-
sionsdataene til 5’5’550275 =3,94cm, hvilket
giver en magnetleengde pa L,, = 7,9 cm
i god overensstemmelse med malin-
gerne fra den jeevnt bevaegede magnet
(Fig. 4). Endda passer det fint, at vi med
denne metode bestemmer L, lidt mindre
end i forsgget med konstant fart: spaen-
dingstoppen ligger jo, som vi har set, en
anelse for sent.

Flyvetidsanalyse

Det er ogsa muligt at lave en interessant
analyse af flyvetidsmalingerne. Hvordan
forventer vi, at tidsintervallet At, fra den
farste spaendingstop til spaeendingsnulpunk-
tet afhaenger af faldhgjden h? Spargsmélet
er analogt til den velkendte kinematiske
standardopgave: Hvis King Kong bruger
45 ms pa at falde ned forbi et 2,0 m hgjt
vindue, hvor meget hgjere oppe fra er
han da faldet? (Svaret er 100 m.)



For at analysere de rd maledata i figur 9,
ma vi lave en model. Lad igen't, veere tids-
punktet, hvor magnetforenden nar frem til
spolen, og t, tidspunktet nar U = 0. Sa er

2
t =—[h—ﬂj og _2
g 2 g
idet vi ser bort fra luftmodstand. Flyvetiden
_ tg _tlz

t, +1

At =t —t,
kan derfor skrives

w21 (o))
I+t g 2

LM
g(t0+tl)

Da forskellen mellemt, og t, er lille, kan
vi approksimere

ty+t, =2t =2 2h
g
og sa fas
2
(Ary =fu L %

8g h

Jeg afbilder derfor kvadratet pa de mal-
te flyvetider, (At,)?, som funktion af den
reciprokke faldhgjde, |, og forventer at
se data falde pa en ret linje gennem (0, 0)
og med haldning é—; . Forventningen be-

Figur 10

Linearisering af stangmagnetens flyvetids-
data. Sammenhangen er proportional som
forventet, og heeldningskoefficienten kan
bruges til at beregne magnetens magnet-
leengde. Faldhgjderne er bestemt med en
maleusikkerhed pa 1 cm, og derfor bliver
usikkerhedsintervallerne for 1/h stgrre nar
hgjderne bliver mindre. Det giver en vis
usikkerhed pd heeldningskoefficienten og
dermed ogsé pa veerdien for L.

kreeftes smukt af figur 10, og med den
observerede healdning 7,19:10° s>.m
kan vi nu for tredje gang beregne mag-
netleengden:

Ly =8-9,82m's>-7,19-10°s*m

=7,5cm

Resultatet er igen i god overensstemmel-
se med de to tidligere bestemmelser af
L, ikke mindst hvis man medtager den
usikkerhed, der er pa haldningskoeffi-
cienten i figur 10.

Figur 9

Flyvetiden At, males fra farste spendings-
top til tidspunktet for U = 0. Den bliver
mindre og mindre, jo hgjere oppe fra mag-
neten falder.
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