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Banekurver for stjerner i en spiralgalakse

1) Bevis for at banekurven for en stjerne i en spiralgalakse ikke er en ellipse

Der optraeder desvarre en del misforstaelser for hvordan banekurven for et legeme er i en spiralgalakse.

Denne lille artikel skulle gerne vise at banekurverne for stjerner i en spiralgalakse ikke er ellipser, men snarere
ligner hypercykloider.

Forst lidt om legemer, der kredser om en centralmasse:

Kraftpavirkningen Fc mellem to legemer m og M, med afstand r imellem dem er

GmM

2 D

FG =

Den potentielle energi Epoc omkring en centralmasse M for et legeme med masse m i afstandenr er da

FG = dir;m , 0g den potentielle energi er nul i det uendeligt fjerne:
Epot = —@ 2)

Den kinetiske energi for et legeme med massen m og farten v er

Ekin = Yomv? 3)
Og dermed er den mekaniske energi Emek =Epot +Ekin:

Emek = —@ + Yomv? 4)

Centripetalkraften, hvor v er den gjeblikkelige fart og rk er krumningsradius i bevaegelsen, er:

mv?
Fc = - 5)

Hvis et lille legeme med massen m kredser omkring en stgrre masse M, skal gravitationskraften levere den til
bevaegelsen ngdvendige centripetalkraft Fc, ogsa nar legemet er nzermest eller fjernes fra den stgrre masse ,det
er nar nar v og r star vinkelret pa hinanden.

FG = Fc 6)
2
5),6)o0g1) giver G;ZM = % eller
Yomv? = Y GZ;M Tk 7)

Nar v og r star vinkelret pa hinanden kan energibevarelsen skrives

emM | Y%GmM
Emek = ———+ - :

rk=C 8)

r2
Krumningsradius for en ellipse med storakse a, lilleakse b og excentricitet e, i perihel og ahel er

b2
rk=—=(1-¢e?)-a 9)

a
Afstanden fra det ene breendpunkt til perihel rp er og til ahel ra er
rp=(0—-e)-aogra=(1+e)-a 10)
Indszettes dette og 9) i 8) giver det denne ngdvendige betingelse hvis et legeme bevaeger sig i en ellipse
omkring en masse i et af ellipsens breendpunkter:

GmM LemM GmM LemM
-tk = — + - rk eller
ra (ra)? D (rp)?
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— .(1—e2)-qg=— (1 —=e2).
(1+e)-a+(1+e)2-a2( e)-a (1—e)-a+(1—e)2-a2( e)-a
Der kan reduceres til
- Q- =t (1-e?) 11)

(1+e) | (1+e)? T d-e) ' (1-e)?

Det er det samme, der star pa begge sider af lighedstegnet! Ses lettest ved at indsaette i Ti-Nspire

1 | 0.5 '(I*ez)* 1 f 0.5 '(1*82)'t1ue&
1+e (1+e)2 1-e (1*{3)2

Ikke overraskende er der energibevarelse hvis legemer bevager sig rundt i en ellipse om en centralmasse i det
ene breendpunkt. Et legeme, der bevaeger sig rundt i en galakse hvor massen M vokser med afstanden til r
centrum M = k - r, hvor k er en konstant, bevager sig ikke i en ellipse. Det vises i naeste afsnit.

Legemer i bevaegelse i en galakse hvor massen inden for radius r er proportional med
afstanden til massemidtpunktet M = k - r
Kraftpavirkningen F¢ pa et legeme m i afstanden r fra centrum i en masse fordeling, hvor massen inden for
radius r er proportional med afstandenr M =k -r

__ Gmkr _ Gmk

FG=——=— 12)
Den potentielle energi Epoc omkring en centralmasse M for et legeme med masse m i afstanden r er da
dEpot
FG=——:
dar

Epot = fc%kdr = Gmk -In(r) + C1 = Gmk - (In(r) + C2) = Gmk - In (C3 - 1) 13)
Hvor C1, C2 og C3 er konstanter, specielt er AEpot imellem to afstande r1 og r2 fra centrum

AEpot = Gmk - In (=) 14)
Den kinetiske energi for et legeme med massen m og farten v er

Ekin = Yomv? 15)
Og dermed er den mekaniske energi Emek =Epot +Ekin:

Emek = Gmk -In (C3 - 1) + Yomv? 16)

Hvis et lille legeme med massen m kredser omkring centrum i en massefordeling, skal gravitationskraften
levere den til beveaegelsen ngdvendige centripetalkraft Fc, nar v og r star vinkelret pa hinanden, det er nar
legemet er naermest eller fjernest centralmassen.

FG = Fc 17)
2
5),6) og 12) giver @ = % eller
Yomv? = %@-rk 18)

Nar v og r star vinkelret pa hinanden kan energibevarelsen skrives

Emek = Gmk -In (C3 -1) + £amk.,

rk=C 19)

Det antages i det fglgende at legemet bevager sig i en ellipse.

Indszettes dette og 9) i 8) giver det denne ngdvendige betingelse hvis et legeme bevaeger sig i en ellipse
omkring en massefordeling med centrum i et af ellipsens breendpunkter:



Gmk -In (C3 -ra) + %f;nk ‘tk=Gmk -In (C3-rp) + %f:k -tk eller
In (C3 + k =1In (C3 + ! k
n ( ra) T k= n( rp) 2D r
L R L S
In (E) =Tk (er 2~ra) 20)

Det ses at hvis banekurven er en cirkel opfylder den 20) da ra=rp=rk og In(1)=0

Indszettes 9) og 10) i 20) ovenstaende bliver det til:

(1+e)-a) 1 1
ln((l—e)-a)_(1_62).(1.<2-(1—e)-a_2(1+e)-a)

(1+e)) 1 1 1 (A+e)) _
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In ((1+e)) =e 21)

(1-e)

der har lgsningen e=0, som er en cirkel! Andre ellipser vil ikke give energibevarelse.

2) Hvis legemerne ikke bevager sig i en ellipse hvordan bevaeger de sig sa?

Laves der et lille dataprogram hvor et legeme bevager sig i en galakse, hvor M=k*r, vil banekurverne blive en
2

cirkel hvis FG=Fc eller Grﬂ = % der giver v = V(Gk), og hypocykloide lignende kurver hvis v # V(Gk). Jeg

kalder dem snirkloider, da de ikke matematisk er hypocykloider
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Det eneste fysiske krav, der er lagt ind i dataprogrammet, er at kraften kan findes ved %, og at legemet har en

starthastighed.

Ved krumme banekurver er legemet udsat for en acceleration. Antallet af step i programmet er minimeret ved
at regne accelerationen konstant i hvert step. Det ggr antallet af step meget mindre end at bruge at hastigheden
er konstant i hvert step.

3) Hastigheder og for meget masse?



Fig 5

Ovenstadende figur 5 viser hastighedsvektorerne for to punkter, nar legemet er teettest pa centrum v, og nar
legemet er laengst fra centrum vp. Farten er hhv | va| = 1.8 - (20)%° = 8 og | vs|= 1,7 .Hvis legemet bevaegede
sig i en cirkel omkring centrum skulle farten veere v20=4,5. Det ses at farten kan veere meget stgrre end
cirkelbevaegelsen skulle vise. Det kunne se ud som om at der skulle vaere meget mere masse i galaksen nar
legemet er teaettet pa centrum og meget mindre masse nar legemet er leengst fra. Forklaringen er at

krumningsradius i bevaegelsen skal bruges i formlen for centripetalkrefter Fc = ":—f
4) Energi og impulsmomentbevarelse
Sg]letabel1
1 2 3 4 5 b 1 § 10

Tekst | x y X ] vfart skalarP v L/m=n r Emek/m-C

Navn

Enhed

Udtk |~ A B C D (CA2+DA2M05 (AC+BD)(A-A+BBIA0S(CCD-DIA05) (AD-BC) (AA2+BA2)A05 10-In(AM2+842)+05(CA24DA2)
0 1271
628 1156 2211 -0%44  -7960 8019 013%8 9177 1156 1271
629 1138 -1042 1242 1950 8047 0060358 9177 1143 127
630 e -2308 1519 7909 80 00127 77 1140 1271
631 1090 -3565  -1789 7837 8039 009175 9177 1146 1271
632 1059 4809 2046 7737 8003 01669 9177 1163 1271

Fig 6

Fig 6 viser et udsnit af tabellen over punkterne mm dataprogrammet beregner. Punkternes koordinater er i
kolonne 1 og, hastighedens koordinater i kolonne 3 og 4, farten i kolonne 5. Skalarproduktet mellem
afstandsvektoren og hastighedsvektoren i kolonne 6 - nar skalarproduktet er nul star de vinkelret pa hinanden,
[ kolonne 7 Impulsmomentet delt med massen beregnet, det ses at det er konstant, kolonne 8 viser afstanden til
centrum af galaksen. Kolonne 10 viser den mekaniske energi nar den potentielle energi er givet ved 13)

Af Tabellen se det at impulsmomentet er bevaret og at den mekaniske energi er bevaret i dataprogrammet,
selvom ingen af delene indgar direkte i programmeringen
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