Konisk pendul - en malemaessig udfordring
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Efter at nogle af vores IB—elever (IB =
International Baccalaureate) havde un-
dersegt det simple pendul, som jo ved
sma udslagsvinkler i et fast plan svinger
med letefterviselig periode

T=27'r\/Z
g

syntes vi det ville vaere en sjov udfordring
for dem at male pa det koniske pendul.

Hvordan afhaenger det koniske penduls
periode af vinklen med lodret?

Vi havde lige haft om jaevn cirkelbeva-
gelse, sé teorien var let at stille op:

Ved oplesning af snorkraften S og tyng-
dekraften m-g efter lodret (Figur 3) ses, at

Scos(0)=mg

sa den til cirkelbevegelsen nedvendige
centripetalkraft kan udtrykkes som

F, =Ssin(0)=mgtan(6)
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hvor v og R er hhv. fart og radius i cir-
kelbevagelsen, fas
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som ved indsattelse af
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bliver til
,  4n°R
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Daradius i cirkelbevaegelsen kan skrives

R=Lsin(0)

fas endelig formlen for det koniske pen-
duls periode:

L
T=2r |— 0 1
n’gcos( ) (1)

Figur 1

Helene (IB—elev pa Birkerod Gymnasium)
svinger med et konisk pendul foran en mo-
tionsensor.
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Figur 3
Krefternes trigonometri: Centripetalkraften
er vektorsummen af tyngdekraft og snorkraft.

Figur 2

Et konisk pendul med snorleengde L udforer
en jeevn, horisontal cirkelbeveegelse med
radius R og vinklen 6 i forhold til lodret.

Perioden for det koniske pendul forven-
tes altsd at aftage, nar vinklen oges, og i
et (,/cos(@),Tﬁ —plot af maledata skul-
le vi se en ret linje gennem (0, 0) med
haeldningskoefficient

27T\/Z
g

Vinoterer i forbifarten graensetilfeldene
6= 0°, hvor (1) giver

T=271'\/Z
g

som forventet for et simpelt pendul, og
6=90°, hvor T = 0 (pendulet mé svinge
uendeligt hurtigt for at komme op 1 90°).

Metode

Vi lod eleverne svinge med et handholdt
pendul (Figur 1), hvilket gjorde det me-
get let at variere ¢. Perioden er nem at
maéle pracist, men vinklen ikke sa lige til.
Eleverne overvejede at filme bevagelsen
oppefra og efterfolgende mojsommeligt
bestemme 6 ved opmaling i en videoana-
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lyse. Vi overtalte dem dog til at bruge en
motionsensor koblet til LoggerPro: lod-
det passerer motionsensorens ultralyds-
kegle to gange for hvert omleb, og hvis
man er s heldig, at passagerne svarer til
en diameter i cirklen, kan radius (og der-
med vinklen) jo umiddelbart bestemmes.
Sé heldig er man bare ikke, viste det sig!
Og pludselig udviklede vinkelbestemmel-
sen sig til en storre matematikopgave.

Figur 4

Det koniske penduls bane set oppefra.
Pendulet har lige krydset ultralydstralen
fra motionsensoren, som har malt afstan-
den x,. Korden i cirklen bestemmes som
differensen mellem de to mdlte passageaf-
stande: Ax = x, = X,.

Bestemmelse af det koniske penduls
vinkel

Som vist pa Figur 4 vil motionsensoren
bestemme afstanden til det svingende lod
to gange for hvert omleb, og herved kan
korden Ax i cirklen bestemmes. Derudover
giver opmaling af motionsensorens (t, X)—
graf ogsa hele omlobstiden T savel som
tiden t ("korde-tiden”) fra forste passa-
ge til anden passage (Figur 5).

Nu er vi endelig parat til at bestemme
pendulvinklen 6!

Det er klart fra Figur 2, at

0 =sin"" (5]
L

sa det gaelder bare om at traekke radius
R ud af motionsensor—dataene Ax, t 0g
T fra Figur 5. Det gores ved hjalp af co-
sinusrelationen i Figur 4:

(Ax)’ = 2R’ (1—cos(a))
hvor centervinklen o oplagt er brokdelen
t/T af hele cirklen (jeevn bevagelse), og

derfor kan beregnes ved

o= 27:% (i radianer)

38 LMFK-bladet 2/2017

Paosition (m)

Motion

sensor

.3

e
L 1 L

N i =
u B }Ax D
A ‘ 51 ¢ 52
w Time (s) y
Y
Figur 5

To omlob af pendulet observeret af en mo-
tionsensor. Pendulet passer teet forbi sen-
soren ved A og C. Passagerne B og D er,
nar loddet er leengst veek. Perioden T males
nogenlunde preecist fra kant til kant mel-
lem A og C, mens “’korde—tiden” t males
fra A til B. Positionsforskellen Ax mellem
A og B udgor korden, jf. Figur 4.



Malinger og analyse

Elevernes malinger blev ikke sarligt go- Periode | "korde-tid" | Korde | Radius | Vinkel [|Linearisering
de. Det var iser sveert at f4 pendulet til
at svinge i en ren cirkel, og opmalingen r t Ax R o \cos(0)
pa motionsensorgraferne var heller ikke
nem for dem. Vi lavede derfor selv en S s m m grader
stribe malinger, (se tabel), som danner +/-0,02 +/-0,02 |+/-0,005
basis for analysen i denne artikel.

179 1,03 0,239 0,123 8,8 0,994
Maleusikkerheder
Den anforte usikkerhed 0,02 s =1/50 s 1,74 0,87 0,398 0,199 14,4 0,984
pa tidsmalingerne 1 LoggerPro (forste to 1,73 1,05 0,526 0,279 20,4 0,968
sojler i tabellen) skyldes, at loddets posi-
tion kun bestemmes 50 gange i sekundet. 1,74 0,91 0,565 0,283 20,7 0,967
Denne endelige sample rate giver ogsa 169 0.85 0.630 0.315 232 0.959
en principiel usikkerhed pa kordemalin- g 3 s i ~ :
gen (s@jle 3), men derudover er det og- 1.72 0,94 0,662 0,335 24,7 0,953
sa sveert dels at vurdere pracis hvor pa
den uregelmeessige graf, man skal méle 1,70 0,50 0,688 0,345 25,6 0,950
for at fa Ax. Endelig er det et problem 1,68 0,91 0,700 0,353 26,2 0,947
for afstandsmalingen, at loddet passerer
sensoren “'pé skrd” og maske ikke hver 1,71 0,93 0,700 | 0,353 26,2 0,947
gang i samme hojde. 1,71 0,89 0,707 | 0,354 | 26,3 0,947
Vores elever blev til deres rapport bedt 1,69 0,88 0,715 0,358 26,6 0,946
om at udregne den resulterende usikker-
hed pa ,/cos(6) (sddanne beregninger 1,63 0,94 0,839 0,432 32,7 0,917
er standard pa IB), men vi har for over- 1,60 0,85 0,945 0,475 36,4 0,897
skuelighedens skyld udeladt dem i den-
ne artikel.
Resultat
Som det ses pa graferne Figur 6 og 7, er
vores maleseries omfang ret snavert — 19 q bk feal Tiale s it
det havde varet godt ogsé at have haft ’
betydeligt storre f—veardier, sa grafen 8 )
kunne straekke sig leengere mod venstre. N - i}
Alligevel er det tydeligt, at det koniske e et EI 1
penduls periode T som forventet er pro- i II
portional med /cos () : der er virkelig '
tale om en ret linje gennem (0, 0). 15 v =1,84x - 0,047
Den teoretisk forventede vardi for haeld- 14 . . . . . . . )
ningen af ( /cos(O),T) _grafen er som 0,84 0,86 0,88 0,9 0,92 0,94 0,96 0,98 i
naevnt Veos(8)

27 \/Z
g Figur 6

if. (1), og med vores pendullengde pa Malepunkterne ligger paent pa en ret linje
L =0,80 m fis inden for T-maleusikkerheden. Skaeringen

med y—aksen er T = —0,047 5. Det er tcet
pa nul, sa det koniske penduls periode T er

=1,79s altsa proportional med ,/cos(8) .

27r\/z=27r
g
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Denne vardi synes umiddelbart at vaere

I smuk overensstemmelse med den eks- 18 Konisk pendul, linearisering af data

perimentelt opnaede proportionalitets- 1'6 ] .!_I_.i“!
konstant, som jo er 1,84 s. For at udtale i

sig mere praecist om hvor god overens- i

stemmelsen er, tegner vores 1B—elever - 5

den stejleste og den mindst stejle rette o e

.. 0,8 ] y=1,84x-0,047
linje, der passerer gennem (nasten) alle ]

malepunkternes fejlintervaller. Derved -

fas et usikkerhedsinterval for den eks- =8

perimentelt opndede heeldningskoeffi- 92

cient (i vores tilfelde fra ca. 1,6 s til ca. v 5 = - Ll o b = e B LL 1
2,4 s), og teorien anses for bekraftet, Jos

hvis den teoretiske veerdi ligger inden

for usikkerhedsintervallet (det gor den:

1,79€[1,6 :2,4]). Figur 7

Vores maleserie er alt for snaver.
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