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Resume

Med udgangspunkt i Klein—Nishinas formel for det differen-
tielle Comptontveersnit beregnes gammaspektrets form for
henfald af Cs—137 opmalt i en cylindrisk Nal detektor med
dimensionerne 5 cm x5 cm.

Resultatet af beregningen, der kun inkluderer enkeltvekselvirk-
ninger, gengiver comptonplateauet, comptonkanten og foto-
toppen, men ikke med de rette starrelsesforhold. Fototoppen er
markant for lille og comptonkanten tilsvarende for stor og skarp.

Gammadetektor
En gammadetektor registrerer og maler fotonenergien af den
indkommende gammafoton.

Maden dette foregdr pa, er ideelt, at detektoren omdanner fo-
tonenergien til kinetisk energi for en lgsrevet elektron, der sa
efterfalgende exciterer krystalelektroner ved tusinde af sam-
menstad, indtil al den Kinetiske energi er omsat i krystallen.

Efterfglgende udsender de exciterede krystalelektroner synligt
blat lys (scintillerer), nar de springer tilbage til grundtilstanden.
Det bla lys reflekteres dernast mod en katode og friger elek-
troner ved fotoelektrisk effekt. Fotoelektronerne multiplice-
res i antal gennem fotomultiplikatoren og resulterer til sidst
i en kortvarig spaendingspuls, der males med et voltmeter.
Starrelsen af spaendingspulsen er et direkte mél for energien
af den indkommende gammastraling.

Eksempel
UV-lampen udsender en raekke kraftige UV-linjer, der
far kinin i tonicvand til at scintilere. | dansk vand og alm.
vand sker reaktionen ikke. Scintilationen har her farven bla.
Scintillationen stopper gjeblikkelig, hvis der s&ttes et UV-
filter foran lyskilden.

Konklusion: Kinin omdanner UV lys til synligt blat lys og
fungerer dermed som en UV—detektor.

Figur 1
Kinin i tonicvand scintilerer ved bestraling med UV-lys

Foruden fotoelektrisk absorption undergar sterstedelen af de
primare fotoner comptonspredning, hvormed kun en del af
fotonenergien overfares til comptonelektronen og dermed
krystallen.

De comptonspredte fotoner har yderligere mulighed for at vek-
selvirke med krystallen ved fotoelektrisk effekt eller comp-
tonspredning og hermed skabe en sekunder byge af scinti-
lationer. Eksempelvis fotoelektrisk absorption af den comp-
tonspredte foton resulterer i én registrering svarende til en pri-
meer fotoelektrisk absorption. Grunden til dette er, at fotonvek-
selvirkningerne foregar naesten momentant, og detektoren nar
derfor ikke at skelne mellem de naesten samtidige begivenheder.
Histogrammet over fotonregistreringer kalibreret til fotonener-
gi kaldes gammaspektret. Gammaspektret udviser forskellige
karakteristika, sd som comptonplateau, comptonkant, fototop
og tilbagespredningstop.

I det fglgende forsgges gammaspektret beregnet teoretisk med
udgangspunkt i det differentielle comptontversnit.

Cs-137 radioaktiv kilde
Cs-137 henfalder ved S "—henfald og overvejende til en me-
tastabil tilstand af Ba-137

137 137 m - 5
5sCs—> (Ba" +e” +v

Ba-137m henfalder efterfglgende ved gammahenfald og ud-
sender en gammafoton med energien 662 keV

Bam s Bty (662 keV)

Comptonspredning

Hvis en indkommende gammafoton med energien E_ veksel-
virker med en lgst bundet elektron, sa den spredte foton fort-
seetter i en ny retning 6 i forhold til den uforstyrrede retning
og tilsvarende, at den spredte elektron fortsetter i retning ¢,
gezlder formlerne for comptonspredning:

E. = Ey
v 1+a-(1—cos(9))
hvor
Y E, =Ey[keV]
m,-c>  5l1keV
0g

cot(¢)=(1+a).tan[§j
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Den spredte foton i retning bagud dvs. 6 = 180° har den mind-
ste energi af de comptonspredte fotoner, og starrelsen af den
mindste energi er givet ved

E E
E, = Y — Y
romn 1+a-(1—cos(180°)) l+a-2

=184 MeV

Den spredte elektron modtager energiforskellen mellem energi-
en for den indkommende foton og den spredte foton. Benavnes
elektronens overfgrte energi T, fas dermed

) i a-(1-cos(0))
T—Ey _EV' _EV '1+O£'(1_COS(0))

Den maksimale energioverfarsel til elektronen, sker nar den
comptonspredte foton sendes bagud, og starrelsen af den star-
ste elektronenergi er derfor

a-2

+a-2

Iw=E -E ..=E, - =478 MeV

max y',min ¥

Klein—Nishina formel for det differentielle
comptonspredningstvarsnit

Det differentielle tvaersnit for fotoner spredt pa elektroner er
givet ved Klein—-Nishina formlen:

Lol .(1—cos(9))
1 .1+COS(9) e (1-cos(0))

2 1+a-(1—cos(9))

oo
318

i enheden 7> =0,07941 barn.

Figur 2
Comptonspredt foton i retning mellem 0, og 0,.
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Med det differentielle tveersnit er man i stand til at beregne tveer-
snittet for de comptonspredningsprocesser, hvor den spredte fo-
ton fortseetter i eksempelvis retninger fra 6, til 6, ved formlen

0.
¢ do
6,<60<0,)=2n|——(6,E,)-sin(0)dO
Oc¢ ( 1 2) ”él: 40 (0.E,) ( )
Det totale comptonspredningstvaersnit fas ved at integrere over
alle vinkler fra 6 = 0° til 6 = 180°:

Oew (E,)= anj—g(G,Ey)-sin(O)dG
0

Det totale comptonspredningstvarsnit
Energiafhaengigheden for det totale comptontvaersnit er givet
ved grafen Figur 3, og man observerer, at tvaersnittet for comp-
tonspredning aftager for voksende fotonenergi.

For 662 keV fotoner er det totale comptontveersnit lig med

e (E, =662 keV)=0,256 barn

Compten tvaersnit som funktion af fotonenergi

£ 10 100 } 1000

0,256 barn

0,
b Efoton/leV

662 keV

Figur 3
Det totale comptontvaersnit som funktion af fotonenergi fra
10 keV til 1 MeV i enheden barn.

Den linezere comptonabsorptionskoefficient samt
masseabsorptionskoefficient

Med det totale comptontvaersnit kan man beregne den linegere
comptonabsorptionskoefficient ved formlen

N
l’tC (Ey ) = nelek .O-Ctot (Ey ) = Zeff : p : VA 'O-Ctm (Ey)
hvor Z  er det effektive antal elektroner per kerneenhed.
Den linezre absorptionskoefficient har enheden

[pe]=[n-o]=cm™-cm* =cm™



For Na(l) krystallen geelder, at densiteten er p . =3,67 % og
molmassen M, =149,89 £

Kernetaetheden af Nal kerner er dermed givet ved

N A
Mt = Prar

M

Nal

g 6,022-10” mol™
3

omt 49,89 &

mol

=3,67 =1,4747-10% cm™

og da hver Nal enhed indeholder 11 + 53 = 64 elektroner, er
elektrontaetheden

Ny = 64:1,4747-10” cm™ =9,438-10” cm™

Den lineaere comptonabsorptionskoefficient for 662 keV gam-
mafotoner har dermed veerdien

ue (E, =662keV)=ny, -0, (E, =662keV)

=9,438-10% cm™ -0,256-10* ¢cm® = 0,242 cm™

og generelt:
Hc (Ey ) = Mok " O cror (Ey)

Tilsvarende for masseabsorptionskoefficienten for comp-
tonspredning:

Hc (Ey ) _ Pk " O cror (Ey )
Prar Prar

p=3.67 gmicm’

afE

Mass Atisnuation (e fgram)
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Som det ses pa Figur 4 er masseabsorptionskoefficienten for
fotoelektrisk effekt som funktion af fotonenergien tilneermel-
sesvis en ret linje i dobbeltlogaritmisk koordinatsystem. Det
betyder, at masseabsorptionskoefficienten er beskrevet ved en
potensfunktion, der bestemmes ud fra aflesning af to punk-
ter pa grafen.

Med punkterne [200kev; 0,2 %j 0g [400 keV;0,03 %} fas

ligningen for masseabsorptionskoefficienten for fotoelektrisk
effekt i energiintervallet = [50 keV; 700 keV]:

2
—2,737 CM

E
“F_(V) =3,97073-10° - E, (keV)
Pra :

Den totale masseabsorptionskoefficient for Nal-krystallen i
energiintervallet =[50 keV; 700 keV] fés som summen af
masseabsorptionskoefficienterne for henholdsvis compton—
og fotoelektrisk effekt , da der ses bort fra bade elastisk spred-
ning og pardannelse.

For E, =662 keV fds den totale masseabsorptionskoefficient
og dermed den linezre absorptionskoefficient til

E 2
”tot( y) =0’0734 cm
Prat g
2
1 (E,)=3,67 50,0707 - = 0,27 cm”
cm g

Nal—krystallen pa min skole har form som en cylinder med
diameter og hgjde lig med 5,0 cm. Pa grund af isotrop fo-
tonudsendelse fra gammakilden, er den effektive krystalleeng-
de ca. 3,3 cm.

Nal—krystallen, der bestrales af gammastrling med E, = 662 keV
isotropt, absorberer dermed brgkdelen af den indkommende
straling givet ved:

E,)x — -1
V) etV em33em & 00y

Abs (662 keV) =1-¢ "
hvor der med absorption menes vekselvirkning ved fotoelek-
trisk effekt eller comptonspredning.

Yderligere kan det beregnes, at de 60 % vekselvirkende foto-
nerne i gennemsnit tilbageleegger 1,4 cm i krystallen, far de
vekselvirker. De resterende 40 % fotoner passerer altsd Nal-
krystallen uden at vekselvirke.

Figur 4
Masseabsorptionskoeffcient for Na(l) detektor.



Branching ratios

Nar fotonen kan vekselvirke pa to forskellige mader ved hen-
holdsvis fotoelektrisk effekt og comptoneffekt, kan andelen
af vekselvirkninger, der sker ved fotoelektrisk effekt, bereg-
nes ud fra kendskab til de lineare absorptionskoefficienter.
De relative andele kaldes branching ratios, Br, og er givet ved

E
Brfoto (Ey ) = l:tfomT(E,y))
tot V4

og tilsvarende for comptoneffekt:

_ :uCompton (Ey )

BrCompton (Ey) L (E )
tot \ 7y

For E, =662 keV er andelen af vekselvirkninger ved fotoelek-
triske effekt Br,, (662 keV)=10 % og tilsvarende for comp-
tonspredning Br,,,..., (662 keV) =90 %, se Figur 5

Efoton(key)

~——Br(foto) ——Br(Compton) ——Serie3

Figur 5
Branching Ratio for fotoelektrisk og comptoneffekt som funktion
af fotonenergi (keV).

Vinkel teethedsfunktion for de spredte Compton fotoner
Comptontveersnittet for en spredt foton i retning fra 6, til 6,
er givet ved integralet

o
¢ do
0.(60,£0<0,)=2x|—(6,E, )-sin(6)d6
C ( 1 2) éll. dQ( }’) ( )
Da tveersnittet for en bestemt reaktion indgar i reaktionsraten
R givet ved ligningen
R=1-P(reaktion)=1-n-d-o
betyder det, at hvis man kun betragte comptonspredninger, sa

er sandsynligheden for, at den spredte foton fortsatter i ret-
ning fra 6, til 6, givet ved

:ac(el <6<0,)
ew (E,)

27 % do .
—O_—Id—Q(G,Ey)-sm(O)dO

P(6,<6<6,)

tot 6,

Med en lille omskrivning er tethedsfunktionen f (9, E, )séledes

0

27 do .
P(6,<6<6,)= im-d—Q(G,Ey)sm(G)dG
0,
= [£(0.E,)d0
0
hvor
2r do .
f(9,E7)= o (Ey)-E(Q,EV)-sm(Q)

Specielt fas, at

—-Z—g(e,E,)-sin(e)d9=1

P& Figur 6 ses grafen for teethedsfunktionen f(6,£, ) for
de comptonspredte fotoner med en indkommende fotonener-
gi E, =662keV. Det ses, at ca. 70 % af de spredte compton-
fotoner fortseetter fremad (0<6 < %) og dermed, at kun ca.
30 % spredes bagud (z >60>7/).

For de fremad spredte fotoner geelder, at de typisk spredes i
retninger omkring 34°.

11y

34°

Vinkelfordeling for spredte gammgfotoner

Figur 6

Teethedsfunktion f (G,Ey) for spredte comptonfotoner med ind-
kommende 662 keV foton. 70 % fortseetter fremad og 30 % bagud.
For de fremadspredte fotoner er retningen typisk omkring 34°.
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Opsummering 1

Hvis en en cylinderformet Nal-krystal (5 cm x 5 cm) be-
strales isotropt med 1000 gammafotoner, hver med energien
E, =662keV, vil ca. 600 vekselvirke med krystallen og 400
passere uden vekselvirkning. Af de 600 fotoner, der veksel-
virker, vil 90 % af dem, dvs. 540 vekselvirke ved comptonef-
fekt og de resterende 60 ved fotoelektriske effekt.

Af de comptonspredte fotoner vil ca. 70 % dvs. ca. 380 foto-
ner fortsette i retning fremad og 160 spredes bagud.

De indkommende fotoner ser i gennemsnit 3,3 cm Nal—krystal
og vekselvirker typisk ca. 1,4 cm inde i krystallen.

Kinetisk energiteethedsfunktion for de spredte

comptonelektroner

Ved en comptonvekselvirkning mellem en indkommende fo-

ton med energien 662 keV, hvor den spredte foton fortseet-

ter i retningen 30° overfares til comptonelektronen energien
T=E -E,

4

662 ker,(l —cos(30°))

(511kv
— 662 keV - ©

662 keV ]
+[511kevj-(l—cos(30 ))

og elektronen udsendes i retning (se Figur 2):
662 keV 30°
t(p)=|1+ ——— ||t 58,4°
cot(¢) [ +[SllkeVD o ( 2 j:>¢

Ved en tilsvarende regning, hvor fotonen fortsetter i retnin-
gen 35° fas

=98 keV

T=E -E,

14

662 keV .
s11 keV)-(1—cos(35 ))

=126 keV

=662 keV - (
[662 keV

+ S11 kevj-(l—cos(35°))

og en retning for comptonelektronen givet ved:
662 keV 35°
cot(g)=|1+ -tan = 54,1°
(#) [ [SllkeVD ( 2 j ¢=

Da sandsynligheden for, at en spredt foton spredes i retningen fra
0, =30°til 6, =35°, er
35 o

[ 7(0.E,)d0=0,055=5,5%
07 00

P(6,<0<0,)=

betyder det, at der ogsa er 5,5 % chance for at finde en spredt
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comptonelektron med energien i intervallet ca. 98 keV — 126 keV
eller tilsvarende i retningen fra ca. 54° — 58°.

Der eksisterer derfor bade en teethedsfunktion for elektron-
retning og elektronenergi. Teethedsfunktionen £, ., (T, E, ) for
elektronenergifordelingen skal nu findes.

Med udgangspunkt i vinkelteethedsfunktionen

2

do
f 6 E, d@ —(9,E )-sin(6)d0
J. éll. o-Ctot (Ey ) Q ’
skal der i princippet blot gennemfares et variabelskift fra 6
til T, sadan at 6 erstattes af elektronens kinetiske energi T gi-
vet ved en relation 6(T) alle steder, hvor 6 optraeder i tat-
hedsfunktionen:

1(0.E,) > f(0(T).E,)
. do(T)
og dernast substitueres d0 =| ——= |-dT :
dr

0,
299 (g E )-sin(0)do

o5y

e o ,d_"(e(T),Ey)-sin("(T))'(de(T))dT

% —_—
oy
T(0,)

= J' o (T.E, )dT

T(0)

hvor energitzethedsfunktionen /., (7.
tonelektroner er

E, ) for de spredte comp-

felek (T’E7 )
e de _ do(T)
:T'd—gwma)-sm(f’“))‘(d—fj

O-Ctm E

Ved naermere eftersyn optraeder vinkel 6 i det differentielle
tvaersnit kun i kombinationen cos(8), og den kan isoleres fra
ligningen for elektronens energioverfarsel

(1- 0 1) T-E
T=E .2 ( cos( )) <:>cos(9)=(a+) il
" 1+a-(1-cos(0)) a (T—Ey)
Hvad angar ( )kan man alternativt beregne de,og udnytte, at
ao(r) 1
")
do



og da 6-afhangigheden er en cos(f)-afhaengighed,
T(6)=T (cos(@)), kan man yderligere simplificere bereg-
ningen ved

ar  dr d(cos(0))
a0 d(cos(@)) T,
=— E, o (—sin(6
(cos(@)-oz—oz—l)2 ( ( ))
- E,-a-sin(0)
(cos(@)oot—oz—l)2

. N . do
Hermed fés, at kombinationen (sm(@)-ﬁj 16 >06(T)
reducerer til:

(sin(@)-%jw —6(T)

1
E,-a-sin(0)
(cos(O)-a e —1)2

=|sin(0)- |0 —06(T)

(cos(@)-a Ry —1)2

= E ]|9—>0(T)

y &

hvor man bemarker, at sin(6) forsvinder fra udtrykket.

Energiteethedsfunktionen /.., (7. E, ) for de spredte compto-
nelektroner er dermed givet ved

-felek (T7 Ey ) =

27 do (cos(0)-a-a
(5 aaCDE)

14

- |cos(0) > T

med substitutionen cos(6) —T givet ved ligningen

(a +1)-T—Ey -a

cos(0) = » -(T—Ey)

og det differentielle comptontvarsnit

az-(l—cos(e))
1+a~(1—cos(6))
1+a-(1-cos(0))

1+cos(t9)2 +

Med en gammafoton energi pa 662 keV fas comptonelektron-
energifordelingen for elektronenergier i intervallet fra 0 keV til
den maksimale overfgrte energi 478 keV pa Figur 7 nedenfor.
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98 keV 126 keV

478 keV

Figur 7
Comptonelektronenergifordeling med E, =662 keV.

Energifordelingen passer med den tidligere beregning af chan-
cen for at finde en spredt comptonelektron med energien i in-
tervallet 98 keV — 126 keV, nemlig 5,5 %.

Derudover udviser fordelingen nogle karakteristika, man ob-
serverer eksperimentelt, herunder comptonplateau samt comp-
tonkant.

Comptonkanten udger den markante top omkring maksimal
energioverfarsel 478 keV, der svarer til en Head—On kollisi-
on mellem den indkommende foton og en elektron. | den ty-
pe sammenstad fortsaetter comptonelektronen stort set i sam-
me retning som retningen af den indkommende foton, der s&
til gengeeld spredes bagud.

Cs-137 gammaspektrum i Nal-detektor

Hvis en cylinderformet Nal-krystal (5 cm x 5 cm) bestra-
les isotropt med 1000 gammafotoner, hver med energien E =
662 keV, vil ca. 600 vekselvirke med krystallen og 400 pas-
sere uden vekselvirkning. Af de 600 fotoner, der vekselvirker,
vil 90 % af dem, dvs. 540 vekselvirke ved comptoneffekt og
de resterende 60 ved fotoelektriske effekt.

Feelles for de 600 elektroner, der lgsrives ved enten fotoelek-
trisk effekt eller comptonspredning, er, at de vekselvirker med
krystallen og opbremses inden for ca. 1 mm afstand. Det bety-
der, at de stort set alle registreres i gammadetektoren, og der-
med bidrager til fordelingen. Energifordelingen for compton-
elektronerne ovenfor ma derfor antages samtidig at reprae-
sentere energifordelingen som gammadetektoren fremviser.



De 60 elektroner skabt ved fotoelektrisk effekt bidrager di-
rekte til fototoppen, der matematisk set er en deltafunktion.
Af flere arsager beskrives fototoppen imidlertid ved en nor-
malfordeling med middelveerdi 662 keV, og FWHM lig med
ca. 50 keV.

b

f16(x)=normPalx,662,20)

(662,0)

Figur 8
Normalfordeling for fototop 662 keV, FWHM = 50 keV.

Det samlede gammaenergispektrum med antalsangivelser in-
kluderet er derfor:

478 kel

662 keV

Figur 9
Gammaspektrum for Nal-detektor med gammafotonenergi
E, =662 keV og kun primere vekselvirkninger.

Konklusion

Gammaspektret ser umiddelbart fornuftigt ud med en karakte-
ristisk fototop, en comptonkant samt et bredt og relativt fladt
comptonplateau. Fototoppen er dog overraskende lille i sam-
menligning med comptonkanten, der til gengald er relativt
stor og meget skarp.

Det passer ikke med det, man observerer i et rigtigt gamma-
spektrum, og derfor ma der vere flere bidrag til fototoppen
som hidtil er negligeret, ligesom comptonkanten ber files til.
Man bemerker i gvrigt ogsd, at comptondalen, altsa omradet
mellem comptonkanten og fototoppen er helt tomt for regi-
streringer, hvilket heller ikke passer med det eksperimentel-
le spektrum.

De ekstra bidrag til fototoppen kommer overvejende fra comp-
tonprocesser med store energioverfarsler til comptonelektro-
nen og efterfalgende absorption af den tilbagespredte foton.
Denne to—trinproces med dels en fremad spredt comptonelek-
tron med stor energi samt en bagud spredt gammafoton med
lille energi, der efterfalgende absorberes, kan tilsammen re-
gistreres som én fuldstendig fotoabsorption.

At netop denne proces bidrager til fototoppen skyldes, at de
bagudspredte gammafotoner med stor sandsynlighed veksel-
virker ved fotoelektrisk effekt, og ikke som de indkommende
fotoner primart ved comptonspredning.

Faktisk viser beregninger, at fototoppen i det vaesentlige be-
star af bidrag fra disse to—vekselvirkninger, og dermed ikke
som man skulle tro, de primere fotoelektriske vekselvirknin-
ger. Det skal undersgges i naste artikel.
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