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Artiklen er et tillaeg til artiklen Elektriske felter og overflade-
ladning bragt i LMFK-bladet nr. 1, 2021 ". I den naevnte arti-
kel (artikel 1) har jeg gennemgaet den rolle overfladeladnin-
ger spiller i stromforende kredsleb. Fordelingen af overflade-
ladningerne forklarer bade hvordan strem leber og hvordan
spandingsfald opstar de rigtige steder i kredslebet. Men des-
uden serger overfladeladningerne for, at der dannes elektriske
felter i rummet omkring kredslebet. Disse vil sammen med
magnetfelterne, via Poyntingvektoren
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sorge for, at energien kommer fra en speendingskilde til kreds-
lobets komponenter. I artiklen vil jeg komme narmere ind pa,
hvor Poyntingvektoren stammer fra, og vise hvordan den sa-
kaldte Poyntings setning knytter sig til energiomsatningen i
et kredsleb med stationere stromme. I afsnit 2 vil jeg komme
ind pa hvordan transienten, nar et kredsleb tendes, forer til
den rigtige fordeling af overfladeladninger i forskellige kreds-
lob. I afsnit 3 praesenteres en helt anden konsekvens af over-
fladeladningerne, nemlig at to stremforende ledere vil pavirke
hinanden med en elektrisk kraft, hvor vi ssmmenligner denne
med den magnetiske kraft mellem lederne.

1. Poyntings satning
Vi tager udgangspunkt i Amperes og Faradays love:

VXE:#o'j"':uo'go'aa_Ez'

VxE=— a—B
ot
hvor J er stromtatheden.

Ved at prikke den forste ligning med E , den sidste med B,
treekke dem fra hinanden, og udnytte en velkendt ligning for
vektorfelter?, fas

_ﬁ(g_o.gz+L.§2j=L.v.(Ex§)+E.j
orl 2 2, Hy

Parentesen pa venstre side genkendes som energiteetheden i det
elektromagnetiske felt, som vi betegner med u, og 1/u,- Ex B
kalder vi Poyntingvektoren, og betegner den med S Viender
derfor med den ligning som kaldes Poyntings setning:

Satningen kan betragtes som en kontinuitetsligning for det
elektromagnetiske felt, og fortaeller hvordan energibevarelsen
manifesterer sig lokalt. Det kan vare en fordel at se pa inte-
gralversionen af s@tningen:

_U _y §dV+j*~Jch>
or )
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o J )

hvor U er den elektromagnetiske energi i et volumen V, af-
graenset af fladen S. Venstre side fortaller om den effekt hvor-
med den elektromagnetiske energi endrer sig i volumenet, og
hejre side fortaeller om hvordan det sker; nemlig ved, at ener-
gi strommer ind eller ud af volumenet og/eller ved dissipation
i et medium. Det er af denne sammenhang, fortolkningen af
Poyntingvektoren som effektstromtacthed stammer.

1.1 Etsimpelt kredsleb med en resistor

Lige som i artikel 1, benytter vi os af et kredsleb med en af-
lang cylindrisk resistor, og kobberledninger med forsvinden-
de lille resistans. Figur 1 illustrerer kredslabet, samt i gro-
ve treek de magnetiske felter, elektriske felter (bla pile) og
Poyntingvektoren (rede pile), i stationer tilstand. Detaljerne
i de tre vektorfelter er behandlet i artikel 1.
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Figur 1
E—feltet, B—feltet og Poyntingvektoren ved kredslobet.

I en stationzr tilstand er du/6r = 0. Dermed ma —V - S stemme
overens med E-J . Vivil vise at det er tilfeeldet bade i rummet
omkring kredslebet og i ledningerne savel som i resistoren.

Vi betragter forst kobberledningerne. Der er E = 0 og dermed
er S = 0. Altsa er Poyntings setning trivielt opfyldt. Der foregér
hverken energitransport eller energiomsaetning i ledningerne.

Lad os dernzst kigge pa situationen lige udenfor resisto-
ren. Da der ikke er nogen elektrisk strom, er E-J=0.Afde
elektriske og magnetiske felters orientering fremgér det, at
Poyntingvektoren har retning stort set vinkelret pa og ind imod
resistoren. Her er storrelsen af felterne givet ved £ = U/l, hvor
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[ er resistorens laengde, B = "I/ (2z7), og Poyntingvektoren
har derfor sterrelsen S = U/ / (2zrl). I cylindriske koordina-
ter kan S derfor udtrykkes som

u-1 _
-er
2rr-l

S

hvor € er en enhedsvektor med retning radialt ud fra resi-
storen. Da er

v.ﬁzl.ﬁ(r.gr)zl.ﬁ(ﬂj
r or r or\2m-l

som heldigvis giver 0. Begge led er saledes 0, der er ingen
energiomsatning og den elektromagnetiske energi som strem-
mer ind i et volumen, er lig med den der strommer ud af vo-
lumenet. Yderligere ses, at effektstromtaetheden ind i resisto-
ren passer netop med den i resistoren omsatte effekt, som be-
handlet i artikel 1.

Situationen uden for kobberledningerne er lignende. Her har
vi en Poyntingvektor, der kan udtrykkes som

hvor z er koordinaten parallelt med ledningen. Da S kun af-
hanger af den radiale koordinat 7, men har retning parallelt
med z—aksen, er V-S =0, s4 igen er der ingen energiomsat-
ning uden for kredslabet, og den energi der kommer ind i et
volumen, gar ud igen.

Til sidst kigger vi pa situationen inde i resistoren. Her er
E = U/, mens magnetfeltet i afstanden r fra centralaksen nu
er B=pI-r/(2ma®), hvor a er resistorens radius.

Poyntingvektoren er derfor

U-1 ~

§=——2~r-e,
2w a1

Nu er divergensen ikke lengere nul:

v.g=_.a_(r.Sr)=__._[_'.r2j=_

r or\2ra -l
Integreres denne over resistorens volumen fas

jdeV:—U-J
14

Dette stemmer overens med dissipationsleddet, idet E og J
er konstante, og ensrettede og parallelle med resistoraksen:
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IE -JdV kan ogs udtrykkes mere direkte ved feltkraftens
arbejde ved at flytte ladningen AQ stykket Ax igennem feltet:

L F
[E-TdV =E-I-Av=—%1-Ax=F,-v
v AQ

hvilket netop er den effekt hvormed arbejdet udferes. Sa alt er
som det skal vaere: energien til at udfere arbejdet hoster det in-
terne E—felt via Poyntings saetning, fra felterne uden for kom-
ponenten. Ingen energi strommer igennem kobberledningerne.
Tvertimod, stremmer energien langs med kredslebet i begge
retninger fra batteriet. Det harmonerer darligt med den gaeng-
se beskrivelse af en potentialenergi som elektronerne skulle
aflevere i komponenten (pé trods af at elektronerne evt. aldrig
har veret igennem spandingskilden). Problemet med den be-
skrivelse ligger i antagelsen af, at potentialenergien, er “ejet
af” elektronerne. Vi er vandt til at snakke om at partikler be-
sidder potential energi, mens det er mere fysisk korrekt at til-
skrive potentialenergien felterne. Denne feltenergi kan defi-
neres uden at (eksterne) partikler er involverede. Selvom det
ikke er serlig fremtraedende i litteraturen, er flere prominen-
te fysikere inde pa denne pointe, bl.a. Jackson?, Rindler® og
Weyl . Pa samme made kan vi behandle situationen med en
enkelt ladet partikel i det homogene felt mellem kapacitorpla-
der. Nér ladningen accelereres fra den ene plade til den anden,
er det ikke partiklen der taber potentialenergi, men kapacitor-
feltet, da der i sluttilstanden er mindre ladning pé pladerne og
dermed mindre feltenergi.

1.2 Coaxkabel

For en ordens skyld, viser vi ogsa, at Poyntings s@tning giver
en logisk sammenhangende beskrivelse af energiomsatnin-
gen i et coaxkabel. I artikel 1 betragrtede vi et langt coaxka-
bel, hvor det indre kabel har radius a og resistans R, og det
ydre kabel er en tynd skal med radius b, men har resistansen
nul. Lengden af kablet er / >> b. Det indre kabel ligger langs
z—aksen mellem z =0 og z = /. Ved z =/ er der et cylinderfor-

Figur 2
Tveersnit at coaxkablet.



met batteri der forbinder det indre og det ydre kabel séledes,
at potentialet er ¢ = 0 pa det ydre kabel og ¢ = U pa det indre
kabel. I den anden ende (z = 0) er det indre og ydre kabel for-
bundet sé her er ¢ = 0. Der gér en strom / igennem systemet.

Det viste sig at Poyntingvektoren uden for kablet er nulvek-
toren, mens den for a <r < b er givet ved

I (b/a) 21r

I r ln(b/a) 2nr K

I stationeer tilstand er som for du/dr = 0. Da der ikke er nogen
strom mellem kablerne, geelder ogsa at £-J = 0. Dermed ma
V.S ogsa vere nul. Det tjekker vi lige:

as,
E(r-Sr)+ .
LU 1 o n(r) Y U1 1 I
______ (WJTWT
u I 1 u 1 I

"7 277 W(b/a) 1 In(b/a) 27

Inde i kablet har vi den samme situation som for kanthaltra-
den i forrige eksempel, og JVV~§ dV vil netop svare til effek-
ten af E—feltets udforte arbejde.

2 Transienten i starten og stationeer tilstand

Naér vi teender for et kredsleb, vil der i en meget kort perio-
de opsta en omfordeling af de overfladeladninger der strem-
mer ud i kredslebet. I denne periode er du/ot # 0 og dermed
er ogsa V- S #0 i omradet omkring kredslebet. Det er ikke
svert at benytte Poyntings s&tning til at udfere beregninger fx
for energien under opladning af en kapacitor @, eller for oplag-
ring af magnetisk energi i en solenoide. I de tilfeelde kan man
vise, at V- S = —0u/ot. Af flere grunde er det dog veesentligt
sveerere at behandle et resistorkredsleb. I selv simple geome-
trier bliver E—felterne meget komplicerede inden den statio-
nare tilstand opnds. Desuden vil der vare energiomsatning
sa snart ladninger begynder at rore pa sig, dvs. E-J#0.Vi
vil derfor ngjes med nogle kvalitative betragtninger.

Lad os begynde med et kredsleb bestaende af én resistor. Her
betragter vi et kredsleb med fx kobberledninger, og med en
meget tynd kobbertrdd som resistor. Den eneste forskel pa
resistoren og ledningerne er saledes diameteren af traden.
Nar kredslebet teendes, stremmer ladninger ud i ledningerne.
Det far elektrongassen til at udvide sig pa den negative side
og treekke sig sammen pa den positive side, som resulterer i
dannelsen af overfladeladninger.

I ledningens tvaersnit lige for indsnavringen pa den negative
side, vil flere elektroner pr. tidsenhed passere, end der gor in-
de i resistoren. Det vil fore til en lokal ophobning af overfla-
deelektroner ved resistorens indgang. Det hemmer strommen
i ledningerne, saledes at feerre elektroner vil umiddelbart efter
“prove at komme ind i resistoren”. Argumentet galder natur-
ligvis ogsa ved udgangen af resistoren. Samtidig eges, pga.
den storre gradient i overfladeladninger, det elektriske felt i
resistoren. Denne feedbackmekanisme, dvs. samspillet mel-
lem mangden og gradienten i overfladeladningerne og strom-
men, fortsetter indtil stromstyrken er konstant i hele kredsle-
bet. Ved den stationere tilstand (i et "normalt” kredsleb) er der
en meget lille gradient i ledningernes overfladeladning, mens
den er vacsentlig starre i resistoren, svarende til at det elektri-
ske felt og dermed ogsa spendingsfaldet er meget storre over
resistoren end over ledningerne.

Vi kan ogsa af folgende argumentation se, at det elektriske felt
ma vere storst i resistoren: Stremstyrken i stationeer tilstand
hanger sammen med elektronernes gennemsnitlige driftha-
stighed v, via stremligningen

I=n-ev,-4
Da tvaersnitsarealet er mindst i resistoren, mens elektrontaet-
heden n er den samme 1 resistoren og ledningerne indebarer
det, at den gennemsnitlige drifthastighed er sterst i resistoren.
Men v, er proportional med £, idet

Vg =u-E

hvor u er elektronmobiliteten, som udtrykt ved resistiviteten p er

1

=n-e-p

u er en materialekonstant, og derfor en konstant for kreds-
lobet. Dermed ma det elektriske felt vare sterst i resistoren.

+4++ +

Figur 3
Hllustration af den resulterende fordeling af overfladeladning.
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Detaljerne i vejen mod stationer tilstand er interessante, og
athanger af begyndelsesbetingelserne. Man kan lege med nu-
meriske simuleringer® af forskellig slags kredsleb, hvor flere
parametre kan @ndres, herunder resistansen, og ledningernes
induktans. Simuleringerne er fremkommet ved numerisk los-
ning af Maxwells ligninger for transmissionslinjer. Det gene-
relle billede er, at strommen pga. feedbackmekanismerne ud-
forer en deempet svingning, hvis tidskonstant athaenger af re-
sistansen og induktansen, men er typisk under 1ps.

Lad os nu kigge pa en seriekobling, fx af to kobbertrade med
samme lengde men forskellige diametre.

+ -
+ + 5 = = +
+ 1
+
1.
- R, +
Figur 4

1llustration af overfladeladning i serieforbindelse.

Hvis man gar direkte til den stationare tilstand, kan det fore-
komme mystisk, at spaendingen deles proportionalt med re-
sistanserne. Is@r hvis man begynder at snakke om potentiel
energi afleveret af elektronerne, i stedet for at inddrage felter
og overfladeladninger, kan eleverne sidde med den underli-
ge fornemmelse, at elektronerne “instinktivt ved” hvor meget
energi de skal aflevere i hver modstand.

Men overordnet set sker det samme som for. Nar vi teender for
kredslebet, opstar der traengsel ved resistorernes terminaler,
hvilket resulterer i ophobning af overfladeladninger. Der op-
hobes mest ladning ved resistoren med den sterste resistans,
sa her bliver gradienten sterst. Af strom— og drifthastigheds-
ligningen ses, at de resulterende elektriske felter i resistorerne
ved stationer tilstand, vil have det modsatte forhold af tvaer-
snitsarealerne. Og dermed det samme forhold som resistan-
serne. Da modstandstradene er lige lange, vil forholdet mel-
lem speendingsfaldene vaere det samme som forholdet mellem
de elektriske felter. Altsé deles spandingen i proportion med
resistorernes resistanser:

U B _A_R
U E 4, R

Hvis nu resistorerne ikke var lige lange, og maske ogsa var la-
vet af forskellige materialer, ville det elektriske felt og drift-
hastigheden ikke nedvendigvis vare sterst i den resistor der
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har det mindste tversnitsareal, men spaendingen ville stadig-
vaek deles pa samme made. Det folger ved at udnytte, at strom-
styrken er konstant.

I seriekoblingen viser de navnte simuleringer, at transienten
er mere kompliceret end med en enkelt resistor”. Bl.a. kan
der opsta mange stremrefleksioner imellem resistorerne, og
ved tre resistorer athanger forlgbet af resistorernes placering
i kredslebet.

Nu parallelforbinder vi de to kobbertrade. Vi teender kredsle-
bet og en belgefront af elektroner vil treenge ind 1 begge resi-
storer. Men som for vil stremmen ikke kunne fortsatte i sam-
me takt som i ledningerne, og overfladeladninger ophobes
ved resistorernes terminaler. I forste omgang siddan at der er
storst teethed ved den modstand hvis resistans er sterst. Denne
gang vil feedbackmekanismerne under transienten serge for,
at ladingsforskellene mellem de to resistorer efterhanden ud-
lignes. Det kan fx indses ved at vi forestiller os bejede trade
forbundne til det samme punkt i kredslebet, som pa figuren.
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Figur 5
1llustration af overfladeladninger ved parallelforbindelse.

I stationer tilstand vil der derfor vere den samme overfal-
deladningsgradient igennem de to resistorer. Dermed er det
elektriske felt det samme i resistorerne, og da de er lavet af
samme materiale, ma mobiliteten og dermed drifthastighe-
den ogsa vere den samme. Af stromligningen samt resistan-
sen for en trad felger, at

L_4_R

11 Al R2

Hvis nu resistorerne ikke var lige lange, og eventuelt ogsé
var lavet af forskellige materialer, ville det elektriske felt vae-

re forskelligt i de to resistorer, og drifthastigheden ville nor-
malt ogsa vaere forskellig. Da far vi dog stadigvack det samme:

L _meepy By dy pEy 4
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hvor vi ved lighedstegn nr. 2 har indsat sammenhangen mel-
lem mobilitet og resistivitet, og det sidste lighedstegn bunder
i, at det elektriske felt udferer det samme arbejde uanset vejen.

3 Den elektriske kraft mellem stremforende ledere

Det er velkendt, at der virker en magnetisk kraft mellem to
stromforende ledere. Den kan vare tiltreekkende eller fraste-
dende, afthaengigt af stremretningerne. Sterrelsen af den mag-
netiske kraft pr. lengde af to lige, parallelle uendelig lange le-
dere, adskilt af afstanden r, er

Pga. overfladeladningerne vil der ogsa virke en elektrisk kraft
mellem ledningerne. I den betragtede situation med de to led-
ninger med strom den ene vej og strem den anden vej, har le-
derne numerisk set den samme ladningsteetheden 2 men med
modsat fortegn, sa kraften er tiltrakkende.
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Vi forenkler situationen ved at betragte meget lange ledere, sa
de kan approksimeres med uendelig leengde. Kraften mellem
ladningerne A dx pé de to ledere findes af Coulombs lov. Ved
at integrere over den ene leder, findes kraften pr. l&engde pa
den anden leder. Af symmetrigrunde er det kun komposanten
vinkelret pa lederne der bidrager, og vi far

dry

[

dx

dx =

_T A2 1 r Al
s 4 2wy T

Te, K 4+
Forholdet mellem den magnetiske og den elektriske kraft er da
dr,,, /dx 12
T L Mooy
dF, /dx A
Da 1,¢, =1/¢ bliver det

dF,,/dx 1 1

dF, /dx & A°

I artikel 1 betragtede vi et kredsleb med to lange parallelle
kobberledninger, med diameteren a, adskilt af en kanthaltrad

med lengden r. Det viste sig, at ladningsteetheden pé kobber-
ledningerne med god tilnarmelse athang af spandingsfaldet
over kanthaltraden via

e U
=Y
In(r/a)

Med U=10V,a=0,5mm ogr=1,0m, fas 1 =3,710™"' C/m.
Hvis kanthaltraden har samme diameter som kobberledninger-
ne, er resistansen R = 2,0 Q. Dermed er stromstyrken i kred-
sen/=5A.Daer

dr,,, /dx 1 52

dF, /dx  9-10° =2
M : (3,7-10 )

Under “normale” omstaendigheder er den elektriske kraft saledes
forsvindende lille i forhold til den magnetiske kraft. Muligvis
kan den dog observeres ved tilstreekkelig hoj spending (som
ager /) og hgj modstand (som mindsker 7).
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Se side 46 — 48 1 J. D. Jackson, Classical electrodynamics,
John Wiley & sons, 1975.
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Se side 132 i Rindler, Introduction to Special Relativity,
Pergamon, Oxford, 1982.
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Se side 70 i Weyl, Space — Time — Matter, Dover, New
York, 1952.
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Se fx Elbeks bog: nbi.ku.dk/bibliotek/noter-og-undervis
ningsmateriale-i-fysik/elektromagnetisme
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Hvis resistoren var af et andet stof end ledningerne, ville
overfladeladningerne ogsa sidde i grenselaget mellem de
to stoffer som forklaret i artikel 1.

8

Se Transistion processes in linear systems pa siden:
www 1 .astrophysik.uni-kiel.de/~hhaertel/index_e.htm
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