/kvipartitionsprincippet og

Maxwells hastighedsfordeling

OLe WiTT HANSEN, pensioneret lektor

1. AEkvipartitionsprincippet
I den kinetiske molekylteori ® viser man det sakaldte akvi-
partitionsprincip, altsd den fundamentale relation, som knyt-
ter middelveerdien af et atoms kinetiske energi sammen med
den termodynamiske temperatur T.
<imv? >=3kT (1.2)
m er massen af atomet, v er hastigheden, k er Boltzmanns
konstant k = 1,372-107%¢ J/K, og T er den absolutte tempera-
tur. Denne ligning gelder for en én—atomig gas. Mere gene-
relt geelder der,
<imv? >=2kT 1.2)
hvor n betegner antallet af frihedsgrader. For en én—atomig
gas, har atomet 3 frihedsgrader, idet det kan beveege sig i tre
retninger, (x, y, z). Et to—atomigt molekyle har foruden de tre

rumlige frihedsgrader ogsé én frihedsgrad til vibration og én
frihedsgrad til rotation, sa antallet af frihedsgrader er 5.

Sammenhangen mellem den termodynamiske temperatur, og
den middelkinetiske energi af molekylerne harer til de helt sto-
re erkendelsesmessige landvindinger i den teoretiske fysik,
som hovedsagelig tilskrives Ludvig Boltzmann (1844 — 1906).

Den kinetiske molekylteori giver svar pa sammenhzangen mel-
lem den Kinetiske energi og temperaturen, men giver ikke en
tilsvarende forklaring pa de gvrige tilstandsvariable i termo-
dynamikken, fx entropien. Den giver heller ikke nogen for-
klaring pa, hvorledes hastighederne er fordelt omkring mid-
delveaerdien, eller pa fluktuationerne i temperatur og energi for
et system i termodynamisk ligeveegt.

For at fa et svar pa sddanne spgrgsmal, er man henvist til den
statistiske mekanik.

2. Den statistiske mekanik

Mens den kinetiske molekylteori bygger pd Newtons meka-
nik, sa er udgangspunktet for den statistiske mekanik et helt
andet, men for at forsta dette, ma man farst gere sig nogle ind-
ledende betragtninger.

I den analytiske mekanik i Lagrange og Hamiltons formule-
ringer fastleegger man et fysisk systems mekaniske konstitu-
tion ved de generaliserede koordinater ¢,,9,,4;,.-.9,, hvor
n=3Nog N er antallet af partikler. De generaliserede koordi-
nater kan skrives som funktioner af de sedvanlige koordinater.
(2.1)

q: =q; (X, V1,250 Xy, VysZy) I=10m
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Eventuelt kan der veere nogle band pa disse koordinater, sa-
ledes at der kun er n — m uafhzengige koordinater, hvor m er
antallet af sddanne band.

Der er en lang tradition for at betegne differentiation med
hensyn til tiden med en prik over en variabel: For eksempel
g=dqldt.

De generaliserede hastigheder skrives: ¢,,4,,4;,.--4,. Man
anvender ikke noget selvsteendigt bogstav for de generalise-
rede hastigheder. Det gar man derimod for de generaliserede
impulser. Impulsen er i almindelige koordinater som bekendt
defineret som produktet af masse og hastighed: p=mv.

| den analytiske mekanik har man tradition for at skrive den ki-
netiske energi med bogstavet T (ikke at forveksle med den ab-
solutte temperatur), og den potentielle energi med bogstavet U.
I Lagrange og Hamilton formalismen defineres de generali-
serede impulser som:

_T(.9)
o4,

Et systems mekaniske fase betegner fastleeggelsen af syste-
mets generaliserede impulser og generaliserede koordinater:

B (T er den kinetiske energi)

(1-9) = (P1> P> P35--Pu>G1>92>935--9) (2.2)
Determinismen i den klassiske fysik kan formuleres pa den
made, at hvis et systems mekaniske fase (p,,q,) er kendt pa
et givet tidspunkt t, og hvis de krefter, afledt af potentialer
U.(4,-9,-9;---4,) , der virker pa systemet eller mellem syste-
mets enkelte dele er kendte, s& kan man beregne systemets me-
kaniske fase (p,,q,) til ethvert senere tidspunkt.

Den potentielle energi U kan ogsa afhange af nogle ydre pa-
rametre (a) = a,,a,,...a,. Herefter skrives den kinetiske ener-
gi T og den potentielle energi U som:

T=T(p,q)=T(Pys Ps>DP3s--Lp>91>92>93>+-d,)

U=U(q,a)=U(4,,9,,45,--9,,%,a,,..) (2.3)
Bevegelsesligningerne for et dynamisk system kan enten op-
skrives ved Lagrange ligningerne eller med Hamilton funk-
tionen, som er det samme som energien, men opskrevet som
funktion af den mekaniske fase:

H(p,q,a)=T(p,q)+U(q,a) (2.4)



Hamiltons kanoniske ligninger er:

dq, _oH(p,q,a) dp, _ ©H(p,q,a)

= (2.5)
dt op, dt oq,

Hamiltons kanoniske ligninger kan udledes af Lagranges lig-
ninger ved en Legendre transformation, men det er matema-
tisk ret abstrakt?.

3. Gibbs’ ensemble

Lad os antage, at vi har et meget stort antal identiske syste-
mer alle i den samme termodynamiske ligeveegtstilstand, det
vil sige den samme temperatur T. Selv om den termodynami-
ske tilstand er den samme, kan man ikke slutte overhovedet,
at systemerne har den samme mekaniske fase.

Man kan derimod — og det viser sig — godt tale om sandsyn-
ligheden for at et system befinder sig i et bestemt omrade 2
af faserummet.

Dette skal forstds pa den made, at vi for hvert af systemerne
i ensemblet afsatter et punkt i faserummet. Hvis der er N sy-
stemer i ensemblet og N, systemer i omrédet €2, s& definerer
man sandsynlighedstatheden (sandsynligheden for at finde et
system med en fase beliggende i Q), som

N,
PQ = }IImTQ

(3.1)

At P, faktisk repraesenterer en sandsynlighed, som har fy-
sisk signifikans, kan vi ikke vide pa forhand, og hvis vi dra-
ger konsekvenser, sa skal de naturligvis kunne bekraftes ved
sammenligning med erfaringen fra eksperimenter foretaget i
den fysiske virkelighed.

Hvis vi lader Q skrumpe ind til et infinitesimalt volumen dV =
dp-dq, sa definerer vi P(p,q)-dp-dg, som sandsynligheden for
at finde et systems fase af i volumen elementet dV.

Sandsynligheden for at finde et system i volumenelementet
Qers&

P(Q) = .‘-J.I"'J.P(p’q)dpldPZdPB ”'dpn 'dqld%d% "'dqn
3.2)

hvor integrationen i faserummet udstreekkes over et volumen Q.
Integralet af sandsynlighedstaetheden P(p,q) over hele fase-

rummet, skal ifalge definitionen af sandsynligheder norma-
liseres til 1.

[[]-[Pp.a)dpidp,dp, ---dp, - dg,dq,dg, - dg, =1 (3.3)

At fastleegge udtrykket for sandsynlighedstaetheden er mate-
matisk kreevende, men her antager vi, at den er en funktion
af Hamiltonfunktionen (energien), temperaturen T og de ydre
parametre (a):

P=P(H(p,q), T, a) (3.4

hvorefter vi anvender et simpelt argument.

Lad os antage, at vi har to systemer A og B, som begge er i ter-
modynamisk ligeveegt ved samme temperatur. Hvis vi bringer
dem i kontakt med hinanden, ma produktet af sandsynlighe-
derne (ifelge regning med sandsynligheder for to uafhangige
haendelser) for at finde systemet A i dV, = dp,-dq, og systemet
B i dV, = dp,dq, veere lig med sandsynligheden for at finde
systemet A + B i dV,,, = dp,-dq,-dp,-dq, i samme termody-
namiske ligeveegt. Sa der ma geelde, at

P(H,+H,T,a, a)-dp,-dq,dp,-dq,
=P(H,, T,a,)-dp,dq, -P(H,, T, a,)-dp,dq,

Hvis vi bortforkorter dp’erne og dq’erne og undlader parame-
trene T og (a), far vi ligningen
P(H,+H,) =P(H,)-P(H,) (3.5)

Dette ses imidlertid at veere funktionalligningen for ekspo-
nentialfunktionen.

Vi fastsatter derfor som en arbejdshypotese, at sandsynlig-
hedsteetheden P har den generelle form:
P(H,T,a)=ce™ (3.6)

Hvor A ma veere en universel funktion af temperaturen T, uaf-
haengig af hvilket system vi betragter.

Konstanten ¢ er bestemt af normalitetsbetingelsen for sand-
synlighedsfunktionen:

[[{-] PtH.T.a)dpdp.dp, ---dp, - dg,da.dg, ---dg, =1

=

J.J..[...J.ce'wa’pldpzdp3 ---dp, -dq,dq,dq, ---dgq, =1 (3.7)
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Da integralet udstraekkes over et uendelig stort omrade, ma
eksponenten AH ngdvendigvis veere negativ. Vi seetter:

Sandsynlighedsteatheden far herefter den universelle form:

vt
P=P(H,T,a)=¢e ° (3.8)
hvor 8 = §(T) >0, H =H(p, g, a) er Hamilton funktionen og
w = (T, a). Konstanten y kan bestemmes ud fra (3.8)

(17 .-.fe$dpldpzdp3 -dp, - dq,dq,dq ---dg, =1 (3.9)

Sandsynlighedstetheden kan herefter anvendes til at bestem-
me middelveerdien og spredningen pa alle termodynamiske til-
standsvariable?, men her vil vi kun anvende den til at bestemme
Maxwells hastighedsfordeling og vise akvipartionsprincippet.

4. Maxwells hastighedsfordeling
Sandsynligheden for at et molekyle (1) befinder sig i en rum-
fang dQ = dp, dp, dp,.dxdy,dz, af faserummet er:

delxdplydplzdxldyldzl =
w—ii(dpédpﬁydpi)—iu,<x,.y,,z,>
k=1 k=1
dp,dp,,dp,.dx,dy,dz, - [ ..[ e o dp,....dz,
y-H v -H-H,-H,.-H, vy -H -H,-H,.-H,
ldete ¢ =ee o =elefe ¢ kan vi s&tte
y -—H

e%e © uden for integralet og udfare integrationen for de gv-
rige variable dp, ....dz,, som vi samler i konstanten C.

1
- (dp]zxdplzydplzz) = Uy (%:,;,7)
2m
Ce 0

vi—H,

=e’ dplxdplydplzdx]dy]dzl

dp, . dp,,dp,.dx,dy,dz,

(4.1)

Dette geelder for hvert molekyle, hvilket betyder, at hvert mo-
lekyle er kanonisk fordelt, sa vi undlader indeks (1). Afgarende
for denne antagelse er imidlertid, at vekselvirkningen mellem
molekylerne er forsvindende. Konstanten y, kan bestemmes ved:

vi-H

Ie 0 dplxdply dp,.dx,dy,dz; =1

(4.2)

Nar antallet af molekyler er stort nok, kan vi opfatte dette som
et ensemble af molekyler med temperatur 0 = kT. Det relati-
ve antal molekyler, som har hastigheder (v,,v,,v.) i “hastig-
heds volumet” dv,dv dv_, ma derfor veere:
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(V +v +v)

ce T dv.dv dv. (4.3
Indfarer vi polere koordinater, hvor v = v +v +v bliver
volumen elementet dV =v>dvsin0dOd¢ , og efter en triviel
integration over vinklerne 6 og ¢ , som vi samler i en kon-
stant, kan vi opskrive sandsynligheden for at finde et mole-
kyle med fart v i intervallet dv.

mv?

P()dv = cle_ﬁvzdv (4.9

hvor konstanten ¢, kan bestemmes ud fra normaliseringsbetin-

gelsen IP(v)dv =1:

mv?

¢ I: e My gy =1 (4.5)

For at bestemme c, indfgres variablen:
¥ = mV i KT ,

2kT m
= =—x = xz,/—v =
T 2T 2kT
,f dv = dv= Zdex
2kT

hvorefter integralet kan omskrives til:

o[ e v
m

Integralet kan nu udregnes ved partiel integration efter form-
len vist nedenfor

(4.6)

[ £g' @) = [ f(0)dg(x) = £ (0)g(x) - [ g(x)df (x)
Anvendt pd integralet fas idet J': e dx = g ,at
[Fexde= "= —d - =—% xde™ =

—%[xe’x ]O +5j0 e dx=0+—7r=Tn

; @.7)

Sa resultatet af (4.6) bliver

¢ (Zk—T]z ﬁ =1 o ¢= i(l)z (4.8)

m ) 4 " Jr \2kT
som derefter leverer udtrykket for Maxwells hastighedsfordeling.
4 (mYy ,-m
P 2, 24T 4.
(v)= J_(szj ve (4.9)

Nedenfor er tegnet en kurve, der viser et eksempel pa Maxwells
hastighedsfordeling.
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Farten af de molekyler, som har den starste frekvens, (det vil

sige den hastighed, som svarer til maksimum af kurven), kan

mv2

bestemmes ved at differentiere funktionen f(v)=vle ¥ :

mv2 mv2

fv)y=e (= _ZZT 20 e X2y

mv2

- m
=2 wr (24
ve ( Tv )
m 2kT
'WM=0 < (——V+)=0 < = ===
S ( 2kTv ) m
(4.10)

Indseetter man veerdier for N (Nitrogen): M, =28 u, T =300
K (stuetemperatur), Boltzmanns konstant: k = 1,381-10-%

JK og m =281,660-10% kg, finder manv, . =422 m/s.
Vi kan ogsa udregne middelverdien for v:
v=| vP(v)dv=— 2 w3e_%dv
[rorom= {57
4(m Ve, ™ |
=—|— | =| viedv
\/;(szj 2.[0 (4.11)

2
Ligesom far anvender vi substitutionen x* =

VS =——x", som giver:
m

I vP(v)dv = \/_ [2ij (ZkT) IO e dy’

’ZkT © 5 _2
:ﬁ 7I0xe dx

Integralet udregnes ved partiel integration

J‘ S_de Ed_x

[ ] -2 v )
= 0+J-:xe”‘zdx = —%[e”‘z }: =1

hvorefter vi far:
17=on\)P(\/)alv:i1/2k—TJ‘oox3e”‘zalx=i 2k1
0 \/; m J0 \/; m

Idet vi anvender de samme vaerdier som ovenfor, fas V. = 476 m/s.

5. AEkvipartitionsprincippet

Udregningerne ovenfor bringer os nu i stand til at slutte, hvor
vi begyndte, nemlig ved at vise akvipartitionsprincippet. Vi
udregner derfor middelvardien af v2.

© 4 m P 4 —%
J.O v P(V)dv—ﬁ ﬁ -[0 ve dv (51)
. . . ,  m , 2kT ,
Vi anvender igen substitutionen x° = = V' =—x",
2kT m

som giver

[ 2P(v)dv—\/2_(2ij (2ijj e (5.2)

Integralet udregnes ved en partiel integration som far, idet vi
anvender (4.7)

j xte ™ dy = j—de =

—2x
3 2, 2 3 \/—
——[[xe } —3j j 0+32 J dx_ETn
(5.3)
Vi far da:
o, 2 2kT Y 37 _3kT
J vp(v)dv_T(szj ( m j 22 m

og hermed for middelveerdien af den kinetiske energi og a&kvi-
partitionsprincippet:

Lmy? = I: Lmv’P(v)dv = 2kT (5.4)

Noter
D Statistisk Mekanik: olewitthansen.dk
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